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ERLER, AETI Hi, 以 代表 人 人 物 、 地 方 或 化 学 
FO A, EAE RAE ER, 3E 
HER, 以 不 周 的 和 名称, Bl IRR EE to OS) , OR Gn 
站 学 ), 电路 (物理 学 ) ,组织 体系 (TESE) , 交通 网 烙 , HR, 等 
Bpod c A, BUTE CREME di D. Konig) 34608 
一 人 。 

最 可 注意 者 ， 乃 学 科 颌 域 如 此 造 繁 ， 却 往往 使 用 类 位 的 定 . 
3H, REANA, Way Be (Kirchhoff) 用 以 研究 电路 的 “投射 短 
Bi" KN (Henri Poincaré 3$dt GLA Rih ARES BE RERI- 
PAR AMES, ERR, A AC Be , (RE HER 
FR AES SEBO. DE EL PR 
PALE AR, ROR A eae RES BAIE, 

BES Em DE BR, 如" 中 心 "等 基本 概念 , 若 在 图 的 实践 
基础 上 ,抽象 地 于 以 定义 , RI, 便 易 于 识别 。 职 此 
之 故 , 图 的 理论 , 实 不 点 与 研究 关系 问题 的 代数 理 葵 相 混同 , 至 于 
BRR, BAR. AR, SOROS, EAS BENE] 33] n MEO 
ERS, APRN RHA, MESK, 其 影响 实 
HE, PEKARE E, BEIE ARERI AER, Ae IE 


本 书 之 作 , 其 日 的 在 使 请 者 掌 所 一 种 数学 工具 ,在 多 种 应 用 学 
FPR ERER ENA, HR, RMS MCSE 
他 纯 抽 象 学 科 中 ,充分 使 用 。 

SOME, SRD, 数学 案 往 柱 崩 之 潭 不 自觉 ， 


E] L4 
` AAGE, BHI TER AH, Æ 
: 书 之 所 以 尽 可 能 在 一 般 形 式 下 ,陈述 这 此 定理 ， MEENE, IHE 
i are. 7 
RE BAIT, FORA PE EE, 这 些 定理 , 大 者 是 
备 力 面 的 科研 成 果 , 其 瀹 证 极为 种 致 , 为 了 简化 其 复杂 性 , ME 
ee eae ee 
; 图 的 不 同 问 题 ,在 研究 过 程 中 ,就 应 在 前 ,就 应 在 后 , 亦 坡 类 似 
的 考虑 , 惟一 时 不 马 为 礼 者 所 党 综 ; 所 陈述 的 内 容 , BCR 
而 米 的 定理 论证 所 . > ` 
KAREA HR EE PR ERER AT CAS EATE I 
CEP ME. PUREE 275 OR, RERE, Mito 


i Hs Ant, Ju 14, 25, 16 A ERA 
8$. AUG, HAVE. Riguct ph RE K tM BERNER RE 
| 上 的 一 篇 报告 (巴黎 , 1955)， 作 为 本 书 附录 的 一 部 分 , 涉 必 精致 的 
| FAECES NT Me 


ee pg y aT 


4 £9 z 
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1 FARAERR 


Bis fa RREN PES E T SAR SERRES CH 
SRR, HERP PRIA DT. Fu 
ORE ARARELNERIE, MAREE, ART 
此 ， 仍 觉 较 便 。 

“一 个 集合 就 是 共 某 种 届 性 的 某 些 物件 的 总 集 ， 这 些 物 体 叶 伍 
集合 的 点 (或 元 素 ) 。 它 们 可 能 是 人 、 城 市 、 数 、 夯 数 等 等 。 以 下 进 
答 的 研究 ， 和 这 些 物件 木 身 的 性 质 无 关 。 一 般 用 大 窟 拉丁 字 二 
EN a, b, ay 
RER, ER A, HIE a, b, e, dH, HAR (0, b, c, d), 

为 了 方便 起 兄 ,“ 没 有 元 素 ” 的 总 集 ， 也 看 成 是 一 个 集合 , Se 
DEIER. 有 了 时 ， 一 个 集合 不 用 罗列 元 素 的 形式 , TRIER 
其 元 素 属性 的 方法 来 定义 ,例如 质数 集合 ,这 个 集合 认为 4 一 他 /ae 
是 质数 } 。 

REEDER, 8a (D 2); 苦 此 二 特性 是 等 价 ，、 
fy, Hat (De (2). 

BAM BRE AIDS See FRR: 

aCA 4 是 集合 4 ITCH, 

atA aT BEATIOR, 

ACB AST BW AJ BMFRA (A METRE 


O KERELE AB AAR BTE ASR! 好 似 某 种 游戏 的 规则 ，……'o 这 些 
轿 杞 大 都 可 以 任 直 党 加 以 体会 ， 阳 为 了 入 灵 可 能 的 混 清 ， 用 公理 形式 予以 定义 还 是 岂 
Fo 


à Sie ~ Cab 


BWER) 
A=B ASF BACB H BCA), 
AaB ARS B. 
AccB ARREST EAUCBH ASB), 
ANB A B Based 【同时 属于 六 和 了 的 耶 些 元 素 所 成 的 


See. 
AUB 45 BGR (EF AREF BRERA 
那些 元 素 的 集合 )。 


A-B PART B 的 源 此 元 来 的 华 合 ( 昆 图 人 D。 
AXB AS BWR HGCA 


4 5 Jg DE B Hiit sc SEM (a, b) aile 
CO) AIRIS. 


图 1-1 moti 


定义 于 两 个 集合 A 与 BEN RS PAL Te RF 
BER AA) As) RES 
A WAR, RAM CARRIERE, 
Lu 
La, 


i 
六 


i emt 5. 
Ay PER, CC BUT EA Ay LETC I BOK 
M4. ` 
ABER, EFA li, 2, +) RMA, ey 
ER GE An PRE A ! 


HA. ‘ 


An PTR, UH ne, UPR IEE BNL n À 
元 素 的 集合 相 混 消 C HS, EHC PNA EB) 。 
[5/1] 三 失实 空间 是 3: HE Cay my a) 的 集合 ， 共 中 ayy asy o. EK 


» 数 ; 它 是 三 个 集合 的 序 积 , 其 中 笃 - RAE TB R: 因此 ， TIC 


HEREN 
RS-RxRXR, 


n HESCIM PRETO Rn. 

以 后 常用 到 的 另 一 重要 概念 ， LAME, BAK 
BX, X 的 一 个 分 划 ， 按 定义 就 是 满足 以 下 条 件 的 一 组 集合 
As, a, on, BOX: 

GQ) AAD G-1,2,:.,8); 

(2) itj = ANAD; 

(8) U4-X. 

BEA C, As, 03, #0 Fi y Rel] E Gr A 的 两 个 元 
KR ccu. AMEN 1 TOO. HR, BRA ie 
性 : 

(2) Rat: v=; 

2) 对 称 性 sy y=r; 

(8) 传递 性 cy, yes > vue, 

IR RE WERE), (2), 0) 的 ， 称 为 等 价 关 系 。 DE 

CRAN X 的 一 个 分 划 , 它 的 荣 合共 下 列 形式 : 


t ` wim hé 
A= tajo€ X, 22m) 
(在 此 , «v 是 X f Es 
tty A 有 时 称 为 合 os HERA. 


[92] Bep 3—1 Bc E c de y MER Mee PRR, © #. 
EUN 


a— (nod p), 

ERRE-ARRA. C 

[812] BOB DD 不 行 或 重合 ; 记 做 DID", 显 见 上 是 一 个 等 价 
Re ， 
YAS) SrA cine AAR EMM AO ys BREN . 

关系 。 . 

已 给 二 集合 X da Y, MA HR o, HAE Se eC X E 
对 应 于 了 的 一 个 确定 的 元 素 , BY oo, ATR X E Y B 
WAAR, 或 称 为 定义 于 X 上 省 在 了 时 取 值 的 醒 数 ; 例如 , 实 L 
变数 的 数值 画 数 是 一 个 自 召 到 RMA, AX HY ws 
MOR, AEE, (EMER oC X MAP 的 一 个 确定 
Fe ROS La TE Poe ©. . 

ER BHA ASTRA fob es 但 本 书 所 用 到 的 映 象 , 大 部 
不 是 单 值 的 ;因此 ,本 书 不 用 这 样 的 默 巢 。 以 后 用 及 “ 映 象 "这 一 名 
Bint Le SA 

ESS X BX EX SRI. BACK, eee 

TA (JTz 


sa 


3) AR, 
BAL, Aas oo, A, MEY PE, BE 


r (a) UP Ay 
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r(yadetyra. 


G 


*- 


1 Roms NE 
3 AES X SIX ARK, MAR DO dr PREM 
eS: 


d'da= T (Ach, 

We 25, 49, e 等 定义 如下: 
l= 1 (Ts), 
Ir TL (x), 


PPR TS NA FLU H X poet P: 
Fa fo} J f2UD2U PU 
T OBE PRE LAR EE 
Loyer yE Tz), 
Oe BY MT, 
PB {e TaN Beg} 


[915]. BEX BAM ir, 2B ee XX 本 Tz z BPR er UI 

Te: o IRLA aoma 

fa: s RARA 

Tm s HRR EF 

RETO AOESUR A, TEY BAR HT PI y ARBRE, 这 便 
[EE 

LG} BAER T Bb HON, 6 CHERE EE ERO 、 
ER 2— T1 AER AE ETT POE, REX APA BT ES AFE 
Sir, BE ce XVI De SEMCEAUS Me x REA TE BY a S ?是 
BORXCRGESU Ps 2. Fh 

Taz: fec WES = KESH ERRAR AS 

Pet MWR 2 HE RY EIRP PREIS A 

pPoOa(icXy MR TAE ED) A TH SERRES ee. 

PARAS. TARIAS AMT HRED, 


| 


Borgo) Ete 


9! RRRRC 


a . LIII 

在 走 棋 的 情况 , 其 规律 由 柴 合 X. SWRA; 可 是 ， 
摆 在 面前 的 着 数 极 多 ， 不 可 能 将 着 用 点 , DER DAES AC 
RAR, 但 当 人 倍 回 到 公理 方法 ， 走 棋 的 规律 和 一 群 人 的 
家 族 关系 ,二 者 的 某 些 共同 特性 , 是 可 以 显示 出 来 的 ; 这 就 是 我 们 
准备 在 下 节 进 行 研究 的 。 


2 ARRSH 


”每 当 大 们 有 了 
I ERX, 
P XAY AiE T, 
NHAAT— TA, EAH, ic C\, D), 实 由 第 合 
X UR D RRA. IAT SOR FUR 7 BR ER 
SAR, MER RARD, SEE SA REE 
EX LUI 
只 要 可 能 ,总 将 集合 X 里 的 
RRAAP LAR, RAB 
aBy,4yelont, WA oe Dy 
TERRI, BD, X RER 
SRAM ARE, TG. y), 
HR y CIs, UM GE 
的 集合 , 用 乙 RRT, ROR 
mors 身 则 用 ww 或 好 等 来 表示 (在 需 
要 的 时 鳞 , 这 些 字 母 量 可 附加 指标 ) 。 
0 [DNI] 国 二 3 paca G Ma X EA as b, c do, a AER 
BRIAR U Bii Cay b), (b, a), Lb, 23, (x, £); (24 0). (e, £) a G0 d), (6, P) 
D MUR. EGLI SL Eid atf 


Ta= le, cd}; 


2 EMHENM Li 


Td= 2, 等 等 
RR D 确定 集合 U Ek, RJImniEAdis 2-9 xr bul 
象 : 因 此 ,可 将 一 个 图 天 分 训 地 写成 G= (X, D) = (XU). 
El OC. D 的 子 图 ， 技 定义 十 一 个 形 如 A, 7.) 的 图 | der 
ACY WR Ta WELA 
. Iux—iu[iA, 
GC, DERE. Ru Y PG a CE, n kr 
dacTe XB o Ie 
(X, D) 的 部 分 子 图 , 按 定 义 是 一 个 形 和 如 (4,44) 的 图 ; 其 中 
ACX,H dae clef A, 
[92] SPAS, Uae ae, 
Bi COTE BBLS , Pe My Sk. Hte y) E 
‘GE AA SEL BE PP, 
RFA U, b), a WO EMER, bE A, DR 
giu E o ROB 
i 1* SRA, 
2° AARMA — THARA EER à KRR E A, 
ERE DOCE m 
同样 ,有 两 个 顶点 z 和, 若 
1° SRA AAI, 
2 ARM us e, YA o EN y, 
ASAT ERA EBK 
最 后 , RA 2 ee E MEI OI WORT v. HUE u 
外 向 过 人， 同样 ,可 以 定义 一 条 弧 内 向 过 一 个 面 点 。 SERM HE 
AMAJ A EEG AB, 车 
u=(a,s), o€d4, «2A, 
BOUES PERRERE A, A A PSI A Ut, RE 


兴国 不 市 的 集合 ， 一 条 道 
i FARE HSE, 


8 ie -BAT 


AM A BURR UL. 
RAM 4 OP MA soy UaU. 
RETO, TEES 1-3 IAS RUE ST A= (o.c) H 
Ui-((e, D, ie, 0, io, dj}, 
Ui-((. a), (5,2). (o, m). 

在 一 个 图 GG (X, U) HL AA Qn, ua, …)， dir fe AR UAI 
ERG CARRE Ei SEA OUS RAHA ETM, BOK 
RCE TSA JE e ER SB 

车 一 条 路 & TTS ina n, ms ma, HERE RI je ROO 

mos hay ns Oey ea; — RL wo À os BI oy IDEE, 
这 条 路 可 记 为 


Ales, By] — [a Bay ry ml. 
一 条 路 , 其 中 同一 个 页 点 具 用 到 一 回 , ME RAT ARR: — AR BR RT DE 
是 有 限 的 ,也 可 能 是 无 限 的 。 

回路 是 一 条 有 限 的 路 uo (ra, Ta, s te], RER s 和 条 点 
2, 相 重合 ;一 条 回路 所 网 过 的 页 点 都 人 异 ,这 条 回路 就 叫做 是 箱 级 
的 ( 除 起 点 和 条 点 相 重合 外) 。 

Bi p= Gn, da, ony tmo des EAE MA i: 1G 
= 器; 著 路 是 无 限 的 , BID D = so. EE, REL, ER 
SME PYM (©, c) 所 构成 ,这 样 的 思路 听 做 环 。 

[H3] BM À XR AA, Bin NRC 
机 构 ; Te Sorte GR ATE, RE 
FARE CX, D) HEB IR BK AE SPE FREE A, BE SBP 
Reis 

705.358. RSRS, A NDS MI AIRES RR, 4o dt 

(Gr, yc = ty, z) CU, 


BAX, VU) 


3 图 的 郝 与 图 a 
PRE, SA © fy, MARR RERA 
相 联 , 为 了 简化 表 孙 , AERP E. APUL A KR 


FERRER BA, 


m Wel => (y, EU, 
JAX, U) HE CR Ba EO SBT, DR 
接 ) 。 
车 
@, D EU 9 Gi e CU, 
A(X, RSH GWA, BOR Po RRIA 
ABBE), 

RUS HEA oy ity), BE m EM y 的 一 条 
BAT a PRE, 

1914] RH AXE HA A DEH A iEn BU e oe, wv 
€U, EOE OE BAUS, BOR CREER. SR, BEAR sty, AU 
ARH, OI OR RAR EMI AE, RER KT, WOE d 
的 图 就 不 一 定 总 是 对 称 的 。 

得 在 一 个 理 存 的 交通 网 上 , 每 一 个 人 虽 都 有 可 能 直接 或 由 连 和 传递 方式 
发 进 信 息 答 交通 网 蜂 共 他 任 位 一 个 人 ; Bee RM PEEP SSE, 


3 ANSE | 
在 图 G=(X,0) B, Bi ede BA (c, 9) EU x 
(y, 区 E 忆 , 基 这 两 点 所 构成 的 点 组 定义 为 一 条 边 。 这 个 概念 和 弧 
ide EA 1-3 那个 图 里 , 共有 8 


条 强 , 但 只 有 6 条 边 。 
Srt WOHUG kyti TF Rm ee BR v RAT, TTS 
AUER, DINAR 2 Bly 做 足 点 的 边 , A u= Le, y], 


PIR - BER 


SUE— 1 XD U, tay), 其 中 每 一 边 wu 和 s DIA 
RAGE A 号: 期 以 另 一 个 站 点 祖 街 接 。 若 链 里 所 用 RUES 
FAR XP SU A BUS, RIRES RAT. 

EETA CETIER e, NS TR —-IHR Se HAERA 
的 边 都 相 异 ,这 个 圈 是 单 三 的 , 否 姑 是 复杂 的 ;最 后 ,车 圈 上 每 个 大 
RARE RK EP BH EDR. 

一 个 图 , 若 其 上 每 二 相 异 顶点 之 并, 总 存在 一 个 链 , 自 一 个 厦 
点 联 到 另 一 顶点 , 旭 这 个 图 是 速 接 的 。 一 个 严格 速 接 的 图 总 是 过 ， 
BM ARM RUR GM, 

BERR o, 所 有 可 与 4 用 一 个 自 5 扩 展 出 去 的 链 相 速 接 的 
标点 ,其 集合 如 为 0.， 一 个 连接 的 分 图 (或 简称 分 图 ) 是 一 个 由 形 
各 0。 的 集合 所 构成 的 子 图 。 

于 此 , 答 出 下 二 简单 的 定理 

定理 1 ABCX, 7 TET 构成 X iah ni: 
D aø, 7 

Q2) 0,0, FH NOD, 

(8) UC =X. 

BHs€O,, RA). 

D TERRE (2) ,可 训 CNC. D MIRE CO. 

BoE NO, WER o EH EIS a HEE Le 58 
EEIZEU SO a HES HR DE Ca, 途 有 

| acc, 

RENE C, C, (用 对 称 的 道理 ) , 故 C.-C, 

@) 之 成 立 , 实 因 

X21J06,2 U =x, 


UC X, 


a Roms" n 


ARS ARR RNA C 与 Co， 这 个 图 恒 不 可 能 是 
连接 的 , 因 4 与 2 不 可 能 用 一 条 链 人 由 联接 。 

车 一 个 图 是 不 速 接 的 ， 风 将 存在 两 个 顶点 4 和 3 不 可 能 用 一 
ABRE 因此 , C, 与 C. 屋 是 两 个 不 间 的 分 图 。 

(GE) ANAT A AWG PE Ly 也 可 以 从 边 这 个 角度 来 
加 以 研究 。 在 前 一 情况 ,可 得 订 使 : 路 ， 回路 ;严格 连接 等 ;在 后 一 情况 ; 凤 有 
dE B SERERE. PRET RE UE NR, 总 可 
RFA Vr A ARE CES RS, See pene, PORE, 
在 这 里 具有 十 分 特殊 的 意义 。 
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4 图 上 的 灶 序 关系 

在 代数 学 旦 ,在 一 个 集合 Xb RSS FER: 

(D RSH 5<e( 对 一 团 zE X ST), 

(2) (UME sey, yc = 2e, 
则 这 个 美 系 便 是 在 集合 Xf SEPEXERR 

4m 
AF y SHE" "o I Re, PHATE y" RAS AI UE X 
E 

Jer Go QC, P) E, WE PEER, Mr E PERSE: 
图 上 的 任 二 三 点 < fa udo os y 或 存在 一 条 路 自 z 走 向 yi 即 户 若 
ye Po) Bia ey. 


3E XR RHEE CDS (ORAN, MRE . 


于 做 在 图 C FREE AER. 
vy BS: EDAX m BUT SC y. 
gm ALT ROS a EIER TR © AFER y. 
Posy, 而 又 y 拓 ?各 了 一 好 此 时 称 顶 点 4 等 价 于 顶点 v; 在 
AMER, «Gy 重合 或 在 度 一 回路 上 。， 戎 者 二 立即 性 证 = 是 一 
PEP, BERE I RANTS: 
(D RB s=2(eCX), 
(2) AARE oy, y=: > c=, 
《3) WHEE wey > yee, 
Faxy Bey He Mie cvy, RD 人 是 顶点 
榴 先 行 。 我 个 也 抠 这 样 的 关东 二 为 9g>z， 这 时 则 称 :顶点 # AR 
t 4. . 


FBV AT TAB): Ur 是 整数 y AMAR”, "m 是 一 个 
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À Ets 
Ke 的 后 继 。 

R BCX, HAR: SF BUM oR BAER, 
EE 


2>b (BCR, 

若 在 好 内 存在 一 个 江涛 , E B in EI, AER B iy 
BA, #05 OE BME PC, A bcd! [LB b, Ri bd’: 
所 有 的 极 天 是 等 价 的 。 

RE BM BYR RUE a, E RTA: C 

ab OEB, 

BRIT, RIRE T- B da PIU Pellis 

PRISES, ECS BU D ART G 2 EU ELCHE Ed 
不 向 类 型 

(AL) 无 回路 的 加 Æ, D RADI AERP EMR < 
具有 下 列 性 质 : 


在 这 种 情况 , 称 志 是 一 个 序 

反 过 来， 著 定 叉 于 图 上 

作为 例 , HEURE X dno 
FE Per, H 

Y FP, 

2 RAE GE FE PCG, 
MPKS EL TER ERTL, REEI GO ft 7 HORS Bg (lasse), 
SER TAG 上 的 关系 是 NEBR. dco AI, j SEA 
2, hy POPE ^ Ju ACURA RRR: SRST, 
FAVA PEAY CI TE, AIN ARS (Rainey) RE, HAT RAUCH ass. 

[90/2] pris EOS 

avy > we, 

这 个 图 便 叶 做 号 传递 的 。 

请 如 图 的 顶点 代表 人 ， 扳 和 代 翅 镇 导 关 系 ,这 样 便 得 一 个 传道 图 。 


PPE IF RA, 若 


LEE FRAP 


(83) RSM CHEER <, ERTEAN Gus EE er 
yes, 则 这 个 关系 称 为 登 序 的 。 潜 定义 于 图 上 的 侍 序 关系 是 休 序 的 , 这 个 
图 便 是 完全 的 。 于 此 有 下 稍 欧 :所 有 严格 连接 图 都 是 完全 的 。 

1814) ARES Bie Pee (X, T) 上 的 着 关 
Ss BOX MLSE Bib 0, A c M 
[II MEC T ET EAD 
à d & 序 关系 所 叫做 是 (上 ) 格 形 的 ;图 (XX 了) 也 时 做 


是 上 格 形 的 。 
. 同样 ,可 定义 万 的 下 限 和 下 格 形 的 图 。 
m 21 格 形 图 的 一 个 特殊 情况 是 : 图 2-1 那样 形 
ARBAR a 戌 长 的 酝 。 宰 形 图 将 在 以 呈 加 以 研究 (第 16 39) a 
5 GSERENER 


RA BCX APOE: 
(D &,€ B, bs B, bit b > biS ba Ej bad BARRIS 
(2) s B 过 存在 一 个 8E B, bs, 

AU B REX, D) ST RS 


IA 研究 图 2-2 的 那个 图 。 
集合 B= (5, bn j 是 一 个 底 ,但 由 互 一 如 构成 的 子 图 没有 底 。 


B 2-2 


NEL T CU HATALMAS AE RL 
PHONE ABM OF SREB), ME, 这 个 


， 8 BARRES > D 


RER RE ERB ee. 3x58 
将 仅 确定 一 个 充分 一 般 且 具有 限 个 顶点 或 否 的 图 有 底 存 在 的 条 
件 。 
一 个 图 ,车 其 每 一 条 路 上 = [z1, 92, …] 都 有 上 界 , 即 并 总 存在 
标点 为 使 下 式 成 立 
eee, (»—1,2,8,-2, 
这 样 的 图 对 做 是 请 导 的 。 

【 例 2】 BRR LABS Ew 4 是 有 限 的 ,其 最 后 一 个 顶点 便 是 一 
SLSR à 是 无 限 的 , 则 在 路 " 黑 将 有 一 个 项 点 重复 无 限 多 区 ,这 个 顶点 
Jiu A ER, 

[5/5] 与 此 相反 ,图 2-2 ENERE SN, 

在 某 些 问题 里 (第 5 4) BERR EE TES 
每 一 条 无 限 路 u= [to wi，…], 在 集合 fro, m, FOR TR EE 
MARE IPAS", 28 i 和 j 充分 大 时 , RÉ moss, ER 
XT ERES S. | 

DAA) 对 于 图 2-3 BNA 

aan; (128, 723), 
因而 这 个 图 是 全 蔗 导 的 。 


E E^ E EA L^ 


图 2-8 . 

BRAS 此 外 , SERA ICE deo: 
APMC TARASY, (对 于 请 导 图 ,就 不 存在 类 似 的 
性 质 。) 


WE or) SERO PAA, ORGS, ATER 
s HAE A AS BIER ION 2, WE ca 

Gee eae AR 5 air Doms, TALE. T.F. 
M.] 第 8 章 。) 
定理 1 RYANA”, 
O ZRUB ER A de Z FR ep RS 
38 « Bin VNR (Fa 5 a EAER E AU a= 
GH O 内 ,挑选 一 个 代表 De, BEER BH (CT) Bt 
是 图 的 一 个 底 。 
1° REF (6j, 不 可 能 有 5 TRH bomb, RI EUIS 
继 元 素 ) , BT Ps 与 D; ECT — RUNE UE, 因 
A ERE ES ES DE 
2* soe P, WY MEI, 必 存 在 一 个 无 后 继 元 素 的 点 2o, 使 
toons He D. EERE Ce s 1220} WU IE AT 

z«b, BEB, ‘ 

定理 8 RAX, AHR BALE EEE 
Bim [an ay EAS AT AEE, 
Abe ss REB BIS AO bee; 1 B RAR, 

BED eT Ps de ON Qo.) 里 出现 无 限 多 次 ;于 是 

bea, (n-1,2, 
定理 3 PE AARD ZA. Suh 
3 = RTE 


RB AE, MEA Be BRM, RE a5, RER 

TÆ bE B, i 8 x, iol r5, XR B ERRE, 

互 至 少 含有 一 点 zo) A. FS ADR AS FERE TEE 
NEP 


r 


Mix imo 


į 


£ 


B 


5 eee AAT 
路 , 自 zo È B. 

吾 不 可 能 有 两 个 相 异 元 素 8 与 ER — PER, 盖 芳 如 
此 , 旧 将 有 5 三 名 ,因而 存在 一 条 路 , 自卫 的 一 个 点 走向 BB 


推理 SOE M4 PA em, 在 


SA dr: St ih T EXER 3 EEREN Z 
的 一 个 分 划 。 


第 3 章 无 限 图 上 的 序数 图 数 
和 格 隆 地 两 数 . 


6 iXX 

E AR—ÁACNBRA GIA ARIMA ROT US A 
无 限 个 元 素 , 取 |4j= co。 

WAX, D), LX coc. MAAS. BUM oH Te] 
«oo, 3k HEROS 六 有限; BRE 0 À iT- oo, TRE 
为 TORR: 一 个 图 同时 具备 这 些 性 质 ， 称 为 处 处 有 限 ， 一 个 有 
限 图 显然 也 是 处 处 有 限 的 。 . 

最 后 , 考 存 在 整数 m, 使 对 一 切 r, A e< m, 草图 称 为 
本 -限制 。 


(Ail) BRA 8-1 对 那 个 图 ， 这 个 图 是 -有限 的 ;但 不 了 - 腿 制 , 也 不 
TORR. 


a 


Bol 


ETRE, SERA o VERIO, 便 称 这 - 
AMBAE n LR RE, HBR A EET ERE Bk 
个 敬称 为 是 有 限 扩张 的 。 
2^ 车 存在 -一 个 数 m. 使 自 页 点 wo 出 鉴 的 等 一 条 路 ,其 长 均 小 于 


vo. 
B RM EAS 4 
REF m, 这 个 图 称 为 在 顶点 ae ERR, etg D ES 


是 毛 制 扩 聊 的 ,这 个 图 恒 称 为 是 限制 扩 经 的 。 一 个 限制 六 经 的 图 、 
RAA ERI RR EEK RER 
BS BAY, TEARI ERREI IR, EX, DRE 


HEERA BR SURE RER 9 


[912]. 图 9-1 Sab eR RS IRIS Rs 虽然 图 里 存在 任 
ERAS Hk SALE RES, 


RPA er He p Re, J TRES Eid 
Wi KEUR ARS AIRE Eds 

这 个 因 题 是 有 其 现实 意义 的 : 警 如 在 心 现 学 或 运筹 学 里 , 除 有 
RAR RMON EHE JUST SEES Re, 与 此 相反 ， 实际 用 到 
的 都 是 无 限 图 。 - 

ERI BAAR ARE UNS ERE", A A 
有 回路 "是 等 价 的 。 

EES 

定理 2 者 图 X, T) EUN HC lem T-A R Ra 

|Pel<co (EX), 

事实 上 , OEC TUR m, 有 Pe, =, 因 In| coo, 在 
Two 内 至 少 有 一 个 硕 点 ou 其 | Perl ce; 同样 ,在 De 里 亚 少 存 
在 一 个 四， 其 l e| ooo; 等 等 ……。 于 是 路 Dao, n n] 
PESTER EE, RARES. 

HAL EOX, D) TAR, BAUR ne EAR EE 
图 在 项 点 t EEE, 


^ ARRI MR PAIE, BERET HRN (EEE D. 


[DM DEG MOULE 


rr 


—— 
m 


SUERTE CPE EC 


umm 


» : "—"———— MÀ 
MES GEE Koig) Es day) RTA 


LES gus BE Ay 生存 在 ie Aus " NEN Bus 
存在 序列 (@1, a), 对 所 有 的 nA GEAR, E 
aka DCR 

de Aa "b RE E HIM t ERE A BAY, 再 

dE X HRPOMÉ ERR: 
Tr dy, 
Lans {ef %€ Aus, aa} (€ AQ. 

PACK, D)E-APU AE co 上 期 不 限制 扩张 , WERNER m, 
BRERA m Baie: fe Am BAER Gm, 然后 在 Ani 
EIR Gmi [E aman, EG, HEL, 这 个 图 在 my 上 不 有 限 扩 
[A DP E DO AMETE PESE] 
是 推理 所 要 求 的 点 。 

ee a ARE 
RAA TRE. 

任 取 一 点 Go, 数 出 让 zo HABE IC BERE LE SE BR ik RENTE 
Ay GPRM 2 SERIE RP RD. 等 
RENE ce HU — RIA KX ANY mo HE 
Duc E E DOES 

Er (Rade) 定理 miu j 处 外 有限， WET AR 


pale Ble, ad (2c A), 
we X Efe ot a ， PRA TUBE 


pæ € Eel ul (sz X). 
WE p (Te) RRS 1-ipon yc Tr}, 


zá 


7 


5 RM LE . 
RARER ACI, SENTIER 


Ai Ao UE Aa IAG, 
Aa AUP AUT As, 


集合 A, RAT LMA A S UR PR UT CURE FRANS ws (LA 
BBN BRD A 


r=) A, 


用 ppa SOR De A, 的 相应 而 数 ; 其 局 限于 和 集合 Ay 
LAURE p? AGES RE, 73 0 NE, WAAR SANTE 
Tic urb RAE n praes CE yp* SEAL RE “ 
LPC TES Rel 
HA pa SORT: wx, 局 限 在 集合 A EOR MA Ed 
CR anm pa en ER E EAA, BE co FE: 
| hehehee 
同样 ,用 où RITEAR Pa 局 最 在 巧合 和 上 的 而 数 ,等 等 …*…。 

BEBE o), el glo 分 别 定义 于 集合 Ao, Ai dey E RE 
| pg, 其 有 


` PRO pim) (CAS. 
由 此 可 以 推 得 对 于 每 一 点 2€ X, BE oz(0) fem ERAT, 

D 趋向 于 一 个 极限 9 (0), 这 也 就 是 在 X be UT HE p, 
SEF RS — ELK 0, AE — A Mn, AE A, {oo} U Pes HAT 
ewl=e@) WEA), 

因 有 . 
piso) € Elp (Fm), 


2 . ` 第 3 章 TR Ah ETRA SE 


7H Re HR 

MERAH PPR SE) dole BART BERS 
MAF REN, WT WME, 考察 物件 : t, ta ma. HE 
RERI AER PE, Jot MHS 12-35 EE es 的 序 位 ， 
决定 于 记号 : 6, 

发 有 一 租 物 件 x1, za，…, 其 个 数 为 无 穷 , FN EE 
一 顺序 排列 , 璧 如 : t 
| ay 95, es Hj Ly Tay Ts), 
SEA BRR de, 25, Coy … 的 序 位 ,多 1, 22, 2a BRP ROBE 

FRR, bb, WARES RRR Ht o+-1 Raa, 
c3 表示 ty, o 十 8 don cs. RE o REEL, 它 叶 做 极限 
HO EE 1, 2,--) wt], o2, +8 剧 为 序数 。 
，… FA BPD AER Ba a . 、 
(2s, LM E Le, t$ Las La, Le LM Ut m), 

Sil te ERE o+4, % 的 序 位 是 20--1, BE, Ba, B ENA 
SCROEGK DS HERE ERU GE a btt, 位 于 具 序 位 8 的 物件 之 前 ， 
HUM a<p, 

BR TREE, PROT eae NO 

EARE, 序数 概念 有 极 大 用 处 , 利用 这 种 概念 , 可 将 有 限 图 
RE SURE CE T. F.M 338 83, dd X RUERBUR < 
" 据 构 成 的 序 对 ,在 和 的 每 “ 子 集 均 有 极 小 时 ， EN RS HEME ME (X, <) 
M QV), MEENA X SUY A 且 
WKS RHE ni t 


2 RCE S— THEM SAUT, FERH HAN: ERRA OUR CE 
Amo 


E 
六 


#s 


+ 


TERME 28 


ANS He) BCR, 
ERA G= (8,1), PERE 
X (O= {a Ps, 
XO) do, C) X (09), 
XQ &ilecX i}, 


Xo) UX (e}, 


X (o4 1) = {2/Tecx (w)}, 


BER AK, LEE Eo RM I 
Xia) = {eil oCX (a-D}, 
# a J— A ERA N 
XXE... 
- has BART, Ha<8, HUE X(a)c X(B), 
优点 2 的 级 , 搂 定义 是 满足 下 二 条 件 的 最 小 序数 a: 
BEX ia), 
EXB) X—8 B<a, 
Mib, aola); SUR HET ACT EBOR MR Mr — Fe 
路 上 的 那些 醒 点 就 没有 焙 。 
BERL otz) 只 能 确定 于 X 的 一 个 部 分 上 ， 一 般 把 它 叫 敌 图 的 
FREE. 


[5/1]. 在 图 3-2 的 图 -Ei E ILC cL o Cr) (CARMEN): RR 


BU ARE, BE, X=Xe+D, 


第 38 章 AIRE LAR eR 


y ott 


序数 西数 。 

T oo) Hie AAAI, St kee 
无 限 长 的 路 my oa，…， 可 证 将 导致 子 质 。 

Ax ns da}, MANX) =D, 

HOUR A <a, HANA (D =D, WR AN XQ) 90, 
TORRES UR 


ADnX f. 
于 是 4= g, BETH. 
2° IER, e (6e BLU © YATAR o (0 ; Ar B EATA E 


HA BAS. 
- ÆaCB, JU Poe UR o EX 0) 1, ficte Pos BEERA 
an B; 同样 ,在 Pos RATIO GE B, 等 等 ……。 


路 Les, my 8, 777] 无 限 长 , 族 图 不 可 能 是 在 限 扩张 的 。 


8 KERÉK 
现在 来 研究 有 限 图 (XX, 了) RM g, 这 个 页 数 在 经 一 项 点 上 
对 应 于 一 个 整数 g(z) 20, BATU 2, 值 9 Ce) 是 不 在 集合 
ga) = (gy) /yS Pay 


> 


y> 


5 MEM D 
里 的 最 小 整数 ， 则 ge) 称 为 在 所 研究 的 那个 图 上 的 椿 隆 地 
(Grundy) Bil, 

AFA TEREZ, GOT EE H Be + 
9) 是 不 在 集合 


(gan /ye Ta} 

里 的 最 小 序数 。 

由 定义 可 知 ,车 了 2 一 他 , p go) = 

一 个 图 可 能 没有 格 隐 地 曾 数 (例如 图 里 有 环 存在 ) ， 但 也 可 能 
FSR ME. 

I9)1) 图 3-3 BH PAM, FRA BE 
RÉ. ADR E Po (s go ha BESET oD 5 pa) 0 
HORSE. 


R sa 


RASE 10 3-2 BARE RE 5 Ce) =o (e), 这 个 画 教 在 y 上 取 超 
Rut. 


gi. H 
a) gtx) <o(z), 
在 集合 
g X (0) = (e/o). 
XQ) = iv/FscX(0)), 
XQ) = (is TeX (D), 


和 


?6 AIR APE ER PR aS AT REM IRAE 


”上 使 用 为 焕 法 ,可 立即 推 得 定理 的 证 。 


定理 6 车 |Tx «o, AI gins Pe. 
3 0), gE Ta 上 取 尽 0,1, 2, +, n—1 fé, 故 


| FPslno gp). 


害 理 5 与 定理 6 表明 , ge) AS GE Ac RCE TAR b ` 
或 限制 扩张 的 图 上 , 7e) KEAT RE 


9 图 的 运算 


BL TERR 0 PG = iXa P. Gs= (Xa, Tayo, 
G,- OG, T2, Ra Poe UE Ge X, Le 
QD FX 
(ny Wor rms m) jn E AE) Ks 的 序 积 ) 。 . 
(D) PG. tay ce, Oy) m PX Pas x x ut, | * 
RARE TE @--G x G3 x… x Gu 称 为 图 Gi 的 积 。 
同样 ,图 9; 的 和 ,是 出 下 2- 式 定义 的 图 GE, D): 
(D XeXixXQpx-,xX, f 
(2) 了 (er Bas, Bad 
= [un {oa U J (oo!) Ue U PU U nd) 
Ute U Efa} U fa} UU Dan 1 
ARHAR G— Ge. +, 
FADE NINES 5 AEI ETR SLE ose fe P . 
BEN, SEP REIS AD RS, ^ 
E901] PAGES, BRAS ARS 2 PREIS ee RE 9 
为 Nay 车 性 能 中 可 以 秆 在 性 能 ay ZUR. Bi a1 € Tres, 这 样 便 定义 出 一 个 


o D gf Pss m) ED La (3) on X Ps EU EG EX Pas Xo Lah] 
e UC X mg] n RT yea] ,一 Rte 


+ 


MITT . Ed 


图 ge (Xa F5 IPE XT CHIR TELHA C= OG D), 

一 个 工人 ;不管 闭 一 部 机 器 ,他 都 能 使 用 , SEA EH A h SB ALR 
性 能 入 与 第 二 部 所 器 的 性 能 cs 所 形成 的 情况 (2 te), 著 这 个 工人 可 同时 并 
动 这 两 部 机 器 , 则 这 些 捕 忒 所 构成 的 图 便 是 6, x Ga . 车 这 个 工人 在 同一 个 时 , 
MARÉES — ARAE MN ERR PUR REA ER fü Gi Os. 


图 的 运算 是 不 是 仿 保 桂 有 将 隆 地 画 数 这 样 的 性 质 昵 ?在 接触 
芒 个 问题 之 前 , 须 定 义 疡 念 序数 的 数位 和 。 任 答 整 数 e, MART 
BA, 就 是 数 的 一 个 序列 (e, 8, o, 00) RERE 
ABER) ,使 

e—6 4-2! Ach t+ (2h tee, 
BRT 
caeth gel, 

SOT BHR Rah hot Mea ALL, BCR 
对 应 关系 也 易于 建立 : 

HER MR MEE -8t -er 


BRR RRS Bet BR 
= 0-40 8 = 119 = (0,1,1) 
l= 1=0 7 = 112,10 
2 æ W= 0,1 8 = 1000 = (0,0, 0, 1) 
3 = U= 4,0 9 —100 = (1,0,0,1) 
4 = 190 = 0,0,1) 10 = 1010 = (0,1,0,D 
5 = 01 = 1,0, IL = 101 — (,1,0,1) 


在 算术 里 Inda, 或 搓 模 2 ZUR n 被 2 除 所 得 的 余数 (等 于 
ou). 
技 定义 ,整数 ca, on, ve, 6 的 数位 和 ,是 一 个 整数 
e—ej bed, 
这 个 整数 的 获得 ,首先 是 作 则 各 个 整数 的 二 展开 = (el, d, 2s 
Rate 


ie re dia Lo 


n 


3 


28 mo WIE ARE LOMME 


«(ġa , POR ? [34], , =). 


据 此 ,有 
347=(1, Di (2, 1, 1) = (0, 0, 1) =4, 
143411= +0, D -0,1,0, DD) *. 


=, 0, 0, 1) =9， 等 等 。 : 

SR, BRE DRE, Plin 一 4o3 十 3w 十 7 
的 二 展开 , 是 等 于 等 或 一 那些 数 的 一 个 有 序 集 合 (E, A, onn, 
of 人) 这 个 集合 按 下 述 方式 来 构成 : 头 一 租 数 ( 自 只 到 enm 
TIGRE, PERG LAY TS, SALE et e) 
JE S EGRE BERS LATS, BS MAE 4 089 — BETTE 
(GG 4H CREE YES RO) ; 因此 

49" --3o04-T - (1, 1, 1, 0,0, =; 1, 1, 0, 0, 5 0,0, 2, 

FERRIER, SATU AE, oR A 2 相 
n; 超 限 序数 的 数位 和 ,其 品 借 助 于 有 限 数 数位 加 法 表 来 求 得 ; 例 
ja: 


v 


(30--1) + (To 8) +11 
= (BET) o (148411) =4049, 
EB? 数位 和 十 具 下 列 特 性: 


@ tebe atb) yai (Bin, 
(2) 存在 一 个 中 元 来 0， RE: ai0-a, 


(4) TRE eid “gta 57 

GRR, AA RON FER AE, 第 四 条 性 
PWR TE THIN”) 
: OMS 

HR Ro SARA, BREA TER, 


M. 


s 


these * 


ass, 
RME ANA M o~ (+0) 488 a ORI. 
定理 8 GLO. Gr o, Ga TREBIR Jis as …， Gar RIT 


mao, 0) 上 的 秆 ， ms 
$6,787 a) gun) "n" 
gs. ， 
SALEM AE MF X = XxX XXe XX, EMI Me) 
WLM G= (C, D) Folie ec 
1 ”对 于 铬 一 序数 Sg. (er, 在 Da 里 总 存在 顶点 4 W gy) 
=£, 
RE, SRY FA RTE: 
fme) = (ci, Ch, ve), 
gia) = (1,67, -), An e~[ dal, ; 
= (84, B, +), Xm cot. 
For BAB BY tc AL IEEE LRL B e g21; 
Bi 6<g(x), Ht 
s-o, oo [el 


| 
Eh, s e 中 至 少 有 一 个 等 于 1, el, 会 

eef 2j p'e 

fetta Gs. 

在 .Tar 中 将 有 一 个 夯 点 yas 便 GIO m (P. d*, +), BA 
ga ay Bey, Ba) = a Un) + ala) de b) n8, 
9? 在 集合 ra BREAK, Ego) = g (a). 
WEE BRO v Yay Tay Bay o 20 KH HE Diss H 


| 
1 
| 
| 
i 
| 
1 


的 93k RE LAS PR uf 
gin) = (P Py), 
Bl di (9) gs (es), EXE r, 将 有 deh, ik 
[dietei Hei] C++ teri, 
因而 gy) #9 @). 、 
RER, 答 出 计算 和 图 格 隆 地 匣 数 的 规 健 , 在 以 下 各 章 , 相 5 
MEX, 


BA 图 论 的 基本 数据 


10 &- & 


AREER: RURAL, WT 
EEE, RARE, DULCE SEL, SEB 
QC, D) , BOE XE eb DENRA X, ROREM 
SEXT RONDA e U 所 掏 成 。 但 这 与 图 又 有 所 不 同 ,在 多 
价 点 对 ,可 能 有 很 乡 条 不 同 的 边 。 

在 很 多 周 是 里 ,宁可 使 用 多 市 图 , 柜 之 使 用 图 ,要 方便 得 多 。 

IH) EE -个 分 子 , 可 用 一 个 多 重 图 来 玫 未 ;其 顶点 用 相克 的 元 过 
TORUM. (MPR REE (Poya [4] 用 到 有 横 化 学 上 ,来 计算 化 
合 物 的 同 分 异 构 体 。) FAME CHEE: o 2 . 习 , 乙 沼 是 一 个 3- 图 ,等 等 。 


ome H—GZC—-H 


t^. Lik 
图 41 
HEERA- EEG Be PRR, mA, p AE 
[E E 
p(G) -n-p, 
¥(@ =m- pB) —m—nd-g, 
» (8) x SOS SEE 9 HER. IE, 
ESi BOR MERI ORB SRE, 它 由 于 在 G 的 


p(G)—p(&), v(G) =? (0 +1; 
FOR HAR HET ‘ 


f a rere | 
| 
a ` pa^) —p(G)-1, vG) —»(8, 


RM) 

推理 ER p(Gz»o, wih >0, 

事实 上 ,声控 G WURA G HMA EARI ASER 
BR, 3 RH LEANE 9; 一 开始 ,p 一 0, » = 05 A 
一 边 ,车 p 加 大 , VU» ERTA, E v OX o REARS: ERE 
PE, pP» ME MITA. 

DR ATARE, E/N RR, 和 一 个 向 
是 等 同 起 来 : SEEREN, EEA, I uR 
Hien aK, NM s He Ba 
ry ae, GE thy 是 一 个 环 ,可 种 到 20 )m AEE Nt 

， (ge, e en em . 
便 是 对 应 于 2 ARR, ED je (BERR. BON io. 

SATE BALE, GERI s is ns REGENS, 
这 个 性 质 ,不 因 边 所 选取 的 方向 而 有 所 改变 。 

于 此 有 


C Sea RELI M E Xo Rem (cl, A, m, om) 和 
dis (D, dm) 是 RP BE Ug LAA R, 取 
， acm (act, acd, -rs en)» 
en (ool, 一 所 Lem), 
C- d (el a, et, o, omha) y 
0—(9,0,-+, OF, 
AS ECR ERAR 
ER, cc E =» acc E, 
ede E 2 ede E, 
FRR NETSN. 
Æ eiccbogeso e poke m0 > mea apm, 


E 


y^ 


om x E 


RH? AUS ORTAK DORATE 

WEL, AMG AY, RB OMT, B e CAR T RI 
动 地 加 上 去 ,以 作出 多 重 图 G, HEEL, -iiim 
FA; 脑 数 恒 加 大 一 个 单位 ,在 相反 的 情况 , BORA uote, BE 
ot 二 之 前 ,已 得 庄 图 的 一 个 基底 :jp de, ce, 而 在 增加 边 ta 
之 后 ,又 新 构成 了 许多 图:v1, vs，…， 显 然 ,1 不 能 用 ju BEER 
(ie 0, WE ui = aim 00 IBI s, nes cn SABA Pa, das 
wa RER, MS. RE — NU, BRE RE 
ARELA mA. RU, ee. 

MAL MH (G) =O, AGHA. 

推理 2 当 | piš r= LAGRENE, 


“eto 
ER EE AG A RR 2-98. {元 向 的 ) 及 一 个 
PRB p, Me 所 称 过 的 硕 点， 可 以 分 成 三 类 : 一 类 S, EREA 
Eu II AREAS LT 9 AR DEA Fa EE | ES", PERE 
上 , e 的 两 条 弧 都 人 外 向 都 过 ;第 三 类 S", 在 这 类 点 上 , 六 的 两 条 弧 
都 内 向 椒 过 。 粹 点 的 个 数 是 等 于 起点 的 个 数 的 , 因 有 |8"| = S l3 


RU Re Moo es, Ca, +, co REE. 
在 相反 的 情况 , 若 oy IE, WMA erac stage, — 0, AUR TELS 
MEHKA Eoo, TF 


EUH ci 可 用 co, es， o cx KREET BINET ET Di) ml 
Ak Ce wz。 a E PF RAR SE e RER, RAR, E 
(SE MM, 
SEE Bn, 下 列 向 最 构成 一 个 应; 
a ly 0,0, m0 1, Ds 0 


| 
| 
[ 


Bt 


see Mbd 


BOTH chyah, ve, LES ML als hy oy oh BS” IE, 


EA o b. S HRH SY RTC RAS, KIRE x 
之 后 所 能 遇 到 的 不 在 8 里 的 第 
—^ SUR Os 最 后 , BE pn ERE 
SUB y Za e i — 
IRSE. H volt, v] RERA T 
相向 的 那 条 部 分 路 。 因 图 是 
严格 连接 的 , 恒 存在 一 条 回路 ， 
Res om. HJB a RIEA 
H sta Aa, Bu 便 是 这 
此 回路 的 一 个 条 性 粗 合 ， 盖 图 
mote 从 可 以 改写 为 
po ple, id no, n] pla, ad] b 
=ale, e) pr Di, ele, ta) Hulog, S] Ho 


M nct. 


Hb, 每 一 初级 园 是 回路 的 绞 性 组 合 , ER RS RISUS 3E ( 任 一 
HED RBM). 


EAN R” E PTA, ARI ES A — 


底 , 按 定理 2 这 样 的 底 是 v (G) MENT, BORE AR 
数 是 >(G) 


ll é £& 
URES”, ATEN pH AOD, JEU KER 


Al, ENA EE SB GS, 如 这 样 的 图 , MBG: p- 色 的 。 
使 一 个 图 是 2- 色 的 那个 最 小 的 数 p, 直 做 图 的 色 数 , BODY y (3. 


4011] Om APRES X HUI, 且 当 国家 z 与 有 ” 


PRANTL ORC On, y) EU, E OC, U) 是 对 称 的 , 具 具 另 一 重要 性 质 * Bg 


ne Ok [ 


x Hts AERE, ME 0,1,2, 9091339, MMT RM 
‘ERAT SPP ENE BR, OY 
那些 项 点 , HERET EPRA RER ES X Be) 


BLUR RAR LS ASR ELAR à KAREAR 
的 ， SORTER TUNE: (只 第 LDR G AES 
HIS, TA RRA RE, 

EN ¢ RAS, WH REE 

1* 可 以 朋 9 利 不 同 的 颜色 ， 涂 染 图 的 每 一 边 ， BOL 
其 不 同 的 颜色 。 

2° _ 上 面 的 情 刀 ,不 可 能 肌 9-- 工 种 颜色 来 达到 。 

E CC, OG, RER TIRE LU, DHEA: 

Se RE, US uw ALS, B e C Per CLR 
44), 

Bub. GEI XE BE ECHTE 

SAP RR HAE Be PE XE RE, 


y> 


| - 
PRE den à p , 


bi ix Ember 


4 e] 
s v ` 
w r * 
w v 
bd M 
Go [D < 


“ee 
(D BPR eX, U) AREA 
HIR 2-089, BY EHELAEBHOESE K EEE Ru, T AAA 
研究 它 的 巡 接 分 图 ) 。 现 在 便 米 按照 下 面 的 办 法 ,一 个 一 个 地 洲 染 
所 有 的 顶点 : - 
1" ARE a RARE; 4 
2^ REER EEG, PORT 2 HR, A 
SETA y BRDA HAN y ANS AE, 
FEIT 285845 43 ERE, 县 一 个 人 点 2， 
BHAI EERIE, GAs 和 a 将 位 于 一 个 奇数 长 、 
县 圈 . 上 。 因 此 , 原 烙 的 图 确 是 2- 色 的 。 
(2) 车 图 是 2- 色 的 ,很 显然 这 个 图 不 可 能 包 全 奇数 长 的 圈 ,六 
在 这 样 的 图 上 , 其 顶点 不 可 能 用 两 种 闫 色 , 按照 上 这 方法 , 加 以 涂 
7 f 
” GE 下 二 性 质 是 等 价 的 : 
wh iG BP ICRA: 


ARR P ea eem 


X 


pu = (29:28 TEND = CD ER M Blu [ao dun oy 
2,7], KK p Tct Be, BARA MAS 2; Me, AHER j<k<p 5m iz, 
时 ,部 将 圆 = 分 成 两 个 部 分 圈 上 [mi 2.143 aros 2,0 nr, 1, JOB 1B 
ORRIN GER x NER RA CICER) o 


is. 


LE 数 " 
RETH, 我 们 就 将 图“ 按照 这 种 方式 一 直 分 解 下 去 ， 其 串 奇 数 长 的 国 


总 存在 ;但 最 后 所 得 到 | HSE BRAT RAD A, 

ATARE 4b) mE 2-66 EH, A, RA 
图 性 质 的 方法 ; 来 确定 它们 的 色 数 。 然 应 予 指 由 者 , ERLEA, 
格 降 地 男 数 确 忻 现 为 一 个 有 效 的 工具 ,其 所 以 如 此 , 实 由 于 下 面 的 
定理 : 


定理 4 ROR TE BEEMAN ， Gps 色 的 充分 和 ` 


mens SE 1. 

1° 若 有 这 样 的 而 数 g (2) 存 在 ,图 便 是 Pp- 色 的 。 事 实 上 ,只 须 
对 应 于 0 p — 1 2 UAE BAIE E, I DURÉE 9 (0) 
相应 的 颜色 , 涂 染 厦 点 z BM. 

2^ RAEE EIE OE TELA 9 (o) , 具 极 大 
值 p—1 (BS). BE So, Si, oy Spa ARE ROH EE 
dn. BN SES, El, FAS BEAMS, ILMB S, 
里 去 ; 使 8 HSS, MAIRIE, BA eSB, k>, 
不 和 局 一 里 任 一 点 丰 邻 时 ， 加 到 51 一 5 里 ， 构 成 集合 Sy, a 
样 ,定义 RE Ee 

Wil g (9), ES. CLIS TA 
HEME, 


EET CI] 
现在 来 研究 县 汪 个 顶点 m RAHE Gs 为 了 强求 它 的 色 数 ， 
RPP, 这 个 方法 箭 单 , CE, 但 不 一 定 
BEAL: 或 者 使 用 一 种 解析 方法 , 条 航 地 求 得 一 个 解 , 但 这 种 方 
法 ,一 般 须 用 电子 计算 机 。 
Bk. HATE 1, 3，…， p ERREI 


m 第 4 章 aA. 
RSMAS, BME ( 称 之 为 “鉴别 的 颜 
色 ””) 。 为 此 ， 可 考察 具 这 种 鉴别 颜色 的 一 点 ="， 拜 考察 非 鉴别 的 
两 种 颜色 1 与 所 成 子 疼 的 所 有 湾 接 分 图 CE, OF, dedi 
合 Of Te, CRTs SIGN, MIKER a RE BAS 


O0 [Pe XE j GU RE AH OP, RE E, MENU P 与 
《 洪 他 备 点 颜色 不 变 )， 最 后 将 项 点 x 洲 万 了 色 (这 点 乃 不 与 任何 7 
ED DEM ` . 

REE A RE G ER UD p Bs 对 
RE p PREMERA, Shs ENTRE D PE te aE) Gest, 
i=l, 2, e,n; g=1, 23, e, p): 

af —1 PA n 地 ?7 色 的 ， 
=0 AR a AE S 


{72 33 us TR ay PR 
‘Leo iba, RR n 作为 一 个 端点 。 
PREFERS RM E, WETAH: 
r &>0 G=1, 2, =, m; g=1, 2, 1, P), 
D -l  (-12,-,, 
ori * 
P BAST G-L 2 e, wa 12e p. 
由 此 , S-AR REB HAPOEL, EB 


RETURN SE BUE Bau. 


站 到 最 近 , 才 创造 出 一 种 条 就 的 方法 ,来 求 这 样 的 解 中 。 


现在 来 研究 两 个 不 同 的 图 G 与 oe ETAM G+ H 


O RPM PO. ARM. E Gomery) fel (G. Dantzig) fpei 


WEM EGLE RU REAR PRR. AL RP, PIERRE. 


规划 的 一 个 解 , TR PRE, EHE HEHE LE PRG GL 
BHESEREVERUR PNR SA ERREURS 


E 


72 à WR 39 
REG x HBS 3), Ti ATHAR: 

ERO OR (p+) TR (ot DER, n BOR 

数位 和 2 ie QE Sp, 99) 中 最 大 的 ， PT. G--H 是 多 上 了 -多 
的 。 
LI GRP AEG + 
DETIENE NC E AB (a), SEAR 
RE PR EH LERRO Gn ,其 机 天 值 为 9。 按 第 8 赣 
定理 8, 图 + HABA e 的 格 隆 地 曙 数 ,这 便 是 定理 所 要 
ELA 

BEAMER BER ESME SG 是 G-E, H i T-BR, 
AGAH (iR. 8-409, à 

` p=641. 1,1, 1) =7, 

定理 6 ROG H 十 两 个 不 网 的 图 ,其 名 数 分 别 是 9 g, E 
[3 r=min{p, gh Jug Gx r= 色 的 。 

ATHERE, BX, 并 将 图 G TH MGR, dE 
BIG H E, A £— (o, Qi o de G BH, BOH V 
BA BIR OTE GERS, A G 的 邻 点 将 具 柜 同 的 颜色 ) à 


定理 得 证 。 
这 个 定理 也 可 以 写成 
7(@x Hj miniy (80, y (DE. 
28H 8 à 


BERG (X, D); RES SCA) IE — DE REA 
FASE HE 说 ,部 
` TEIS = 好， 
Sua S EAR. 
F ERRARE PLEDGE o RU, BT 


assis. 


第 4 章 MRR 


BES, 
SES, ACS BAECS, 
TEX A 9 的 内 固 数 是 
xfGo =max|8 ， 


[11] (入 斯 \ 六 后 问题 在 下 拱 游 戏 里 ,能 不 能 将 入 个 皇后 ,分 布 在 横 > 
dk, MERRER SEL, 实际 上 可 以 归 畦 成 这 样 的 问题 , 序 对 具 07 
侍 个 顶点 (棋盘 上 的 方 格 ) 的 对 称 到 ， 求 其 极 大 内 固化 合 , 在 此 , 落 方 糙 z 和 ?3 
el] — lt d RR. A y E Pa BEER 8B ER AE GC NY OT . 
DARNE T AR, 直到 1854 4p t bod: (Schachzeitung) 
小， 不同 的 作者 ， 共 只 发 表 了 40 AM, NOR SCA 92 个 解 其中 的 12 
RP: 
(72631485) (61528374) (38417283) 
(35341726) (46152837) (67263148) 
(16837425) 157263184) (48167283) . 
(61465273) {42751863} (85281748) * 


(72894485), 
CES r 
对 应 于 每 一 个 这 样 的 排列 , KAA 4-5 那样 , 有 一 个 图 解 , 自 每 一 图 解 ， 
， 可 以 导出 站 个 不 局 的 解 , 其 中 妨 个 ; 山 施 粮 一 户 的 四 分 之 一 得 来, 共 他 四 个 ， 
则 由 对 全 对 角 移 对 称 得 来 。 仪 在 艇 后 -一列 (35251746) , 旋 普 华 同 所 得 到 防 图 
解 ,和 原 图 完全 一 洋 ; 故 所 得 的 解 不 超过 加 个 。 
[AR 对 称 图 的 一 个 入 第 ,是 一 个 集合 COON, ATIE: 


E 


BA mE | a 


EC, YEC — YEP, 
MX RARES Tye TRETA y DAEMS KEER WR 
— PER EEEH -PARS ASI, SRE TRE 
RP: 
yere e £a, 


Bit PE ES UR SRL, DHT MEE PLUR 


[3] 少女 问题 ”这 个 问题 构成 很 多 数学 研究 约 对 但, WARMA: 
一 个 寄宿 学 校 ,受托 完成 对 15 个 少妇 的 教育 ,这 些 少女 也 为 mi, by cy d, £r fy 
gy, d, dy key Ty my mo: HME RAE T Hte Ee ES ns E 
FERRE JOE £5 AS ASAE 

HBF AE ABU Re SIDE (Coy lev) RUE FRATRE 


PANEME AE CR R, D RGO EE: 基 
得 豆 能 将 十 到 个 少女 组 成 36 全 不 同 的 FRE, Tego 3-38. 
中 :最 多 内 同时 出 更 一 次 ? 为 了 解决 辅助 问题 ,只 须 构造 一 个 图 空 ， 共 关 点 是 


456 4-8] 8239 3-38 EE — 9- REL BER A P TCRL IR ioc — 3 RELIER RE OE, 
内 须 导 求 一 个 极 夫 内 固 集 。 于 此 ,有 a(G) 536, iE) nb Re, BS ARI 
FET 个 不 同 的 这 样 3- 粗 中 ,这 样 的 3 粗 , 基 总数 最 多 是 6x7x H =35, 每 一 
具 引 个 3- 粗 的 内 固 集 , 便 是 极 关 的 。 

为 了 考察 朝 助 问题 的 一 个 解 , 是 否 相 应 于 少 雪 问题 的 一 个 饰 \ 可 作 图 9， 
RIRE IE, 两 个 3 MET TAM, 
PERO EFT de REE G) T. 
dr. PEAR PERG ET REE CPE eT 

GED BR ORAM O) 由 下 列 不 等 式 相 联 系 

aG) Y (G) 2», 


e Tick BHADDIEAUM 


事实 上 , 可 将 并 分 成 ?(B) DARRA fE MG AR, 
EGO MER mis ma on m, PARA 
n=m demam mza (G) au) Hoa QB) ey (OD x (2, 
CET ”这 尚 种 概念 之 问 的 联系 ， TRAHIR 通过 下 面 的 罗 法 是 
- FIRS ERN: AE, AAE COR < 
PARRES Sy, PUR FI EHE, OR ` 
HoT Pa X— Sy SBCKPSESE Say 然后 再 
用 -种 颜色 D 涂 关 所 余子 图 的 极 大 内 固 
Ag, 等 等 ， 这 个 事实 , SERRA 
BAR. MAAS 的 图 朗 可 看 到 这 点 (这 
个 图 的 色 数 显 是 由 : 所 有 白色 顶点 构成 
吗 一 的 极 大 内 面 集 ， 假使 用 一 种 颜色 加 以 


Hob. EE ay D cy 2 将 只 能 涂 上 三 各 ， 
E ovs Bit SMART ERR. 
-ARAA GS HI AECESCRAEER G xH STIEG, " 
[4] HR (CE. shannon) G1 信号 集合 的 容量 问题 “现在 来 考 叶 + 


ARR, MARIUS BAS a. b.e, d, e, TTR 
hy 虽 短 - AUS SOT LLG NL Al (PRE: 信和 号 o BELLI p à 9, 188 b 
FD HI a È r, s MRE AT 浙 示 。 半 可 能 有 梁 用 的 个 号 的 最 大 个 数 是 多 少 ， 
使 在 使 用 这 些 信号 时 ， 妆 报 站 不 乱 iE? SMI ABR G OU 
4-8) Rg— MEARS S, 图 G BURN TA SONT RP DS TELE y 
CASE S = {a,c}, a(5 2, 


a a 
a 
b 3 
e T e b 了 
me 5 
VS 4 E 
moe LESS 


人 


12 W mm 43 


MES, TA OP", RBG ME RE 
KRME, aj c 在 收报 站 并 不 5 起 混淆 ES MES, 可 以 构成 格式 : 
gas ac, ca, ce, 关 这 样 的 办 法 ,万 得 1208 3—4 4, 但 我 们 还 可 以 取 ; aa, 
be, co, db, ed, DERES FEHER GERIRE, 这些 字 里 任 次 两 个 , 在 收 
PUNERII. 


已 车 图 = CX 如) 与 IF- (VO. BEGX H, HAREA 
Haye X.y€ Y), gy 与 wy, 只 要 满足 下 剂 条 件 之 一 , 便 
命 这 二 顶点 是 连接 的 : 

Pears (yy EV, 

2 @ eels yoy, 

8° æ, DCU; wry JEP, 

SUPERP RE 9 与 IT 的 乘积 。 

(这 个 定义 和 第 3 章 的 定义 梢 有 不 同 ， kA ECR LE 
E KERESHE RAAR) Eg 4-8 JPEG, er 
ey SEE a'y ARB G xO =G? 的 两 个 邻 点 ,这 两 个 宁 便 可 能 引起 
Tih, BRISA E, 其 不 混淆 的 信号 个 数 是 e) =5, 一 
ROE S 个 学 本 构成 字 , 其 不 混 语 的 信号 个 数 是 图 积 

Ga Gx Gx x 
的 内 固 数 。 
921 EAG H, fug 
a(G x ID > za(G)a(H), 

事实 上 , RS HT ASR GE H RAR M FF SP 

RFA Gx H Ft EIRE, Pda 
&(UxH)mBSxT =-8;x'T|=a(@al(H), 

这 个 引 理 提 供 下 面 的 害 义 : 数 
. PG) -scp Val") 
fH EA, 


D 


E 
E 
| 
3 
1 
4 
E] 
1 
| 
j 
1 
4 
1 
i 
E 
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BA OG) 2/6) , AEE IL PE 
8(G: -a(@), 

商家 更 证 明了 图 48 AG, JME, SRE 

8, THEA) alG)。 实际 上 它 的 容量 还 未 硝 定 , 只 知 
NET. 

现在 来 研究 一 个 自卫 到 本 身 的 单 值 映 象 9, ER 4 — TR 

点 # 对 应 于 一 个 值 点 ow); 车 
ys, yrr ci Eo o Erel, 

SEEKS o ERE, SPAR RR — RTRA” i 
种 特性 。 

3I? REMAR oi PASE S SHB IB o, 
BLY! =lo{s)}, 

WEE RRS o 是 单 秆 的 , 故 'o 05) S16, RER ec BARE 
melo (H= [S]. 

SBES AE “CGO RAMA, ME G HRR a(G) 
7 |[e(X)|. 

Sb wo CORRE BA 

[e (X) Smax ss, a (G). 
ME So 是 一 个 极 大 内 固 集 ; 按 引 还 2. 应 有 
[OLX) | e (So) | = | So ma). 

于 是 a(@)= z(X)j. 

定理 7 (HA) AAC 或 及 中 的 一 个 , BMRB CR o 之 
后 , 变 为 内 固 入 ,用 


m 


a(G x H) -a(G)a(H), 
ERREG xH) «a(G) a (ID iit o XE G REE Rit 
Bek) AB, fH oo Ba C UN Cx A PA ERST 


E 


Aag . dá 
MR 


cols, p =fr), yj. 
BR co 将 两 个 相 异 非 邻 点 E= (o, y) SS E= (el, y) 变 为 两 
4 ARREBA OT, y) 5 on", y, Kie CEREN. 

3E, E GOGH h—-PRARIASB, EIR, HalG x D 
= [So] = (oe (89) |, M oo (99) RER, EE 1 SPEARS ERE 
分 类 ， 据 引 理 3， 有 .0 (XX) =a: 他) ACRES, 但 在 另 一 面 ， 
Fo (Se) MEDIC AHA AEP a ED) ER, MT 

a(Gx H) = iay(S,) | = a(G)a(H), 

HE RAC TUSE RAMA RS NOS SEDE, NU 

最 等 于 其 内 固 数 。 


4 a(& xG) » [a(G)3*, E 
a(G xGxG OPAD = fa(@ 75, 


因而 AG) =supY aly =a(@), 


BA EH X 


ER G- (XU) RBA TION) GEHE TUS e Td 
. Palle Ø, k TTTDX -T HR T EY, 
BS Seas PH 8 SAK Hd 
XEF, 
TES, ADT — AC, 
EELA [73:3 
8(@) =min |T], 


Bit NER ER he Se EAR, 


CES 


" Ha Marks 


lU) AFANA A-One, eA ASE 
FEO, CUS ae 的 看 守 员 , PA 
PY EYL PBI Tr ae Ta t og AE 
上 出, x Ee odi f — a 20 
AGRA fup 4-9 Brat, Or MEDICA 
DUNT ER eM, 
实际 上 就 是 要 寻求 图 4-0 BMA 
AA IR, FERIA, 这 个 问题 
ERRAN ERR 8=2. 

[CDI NOST CEN P 
d LSE EC mt LE D CU A 
国 集 ;这 个 图 共有 64 个 顶点 (棋盘 的 恪 子 ;, 而 当 且 仅 当 > 和 3 FE — CE 
MRE, m y) EU, 

关于 和 皇后, 外国 数 是 8-0; X T SOR 858; E T- 85,8 512; € 3-30,8—8. 


a 


E 


Baag Down 


U833 APERTE FIVER TR APRA: 一 个 
AGEL CPE MD TER e, BAM CRE p<1) BA 
RAH E ILIO ABA Ph RB AE Le ZS RD 
BAIE, BPE oR # de ek MGA E 

XH AES RM TOEBRTS CX, TREE T, 在 此 , XE 
上 点 的 集合 ;号 车 自 BL y BORSE dr, y) co, Rl Ges EE, 


AT BET BLAS IE, oe — 1 Bo Ey oT 


HTRATCY, Dé GBT SSE, ARR ORR 
RARE, AERA EP 3; ii RB TERA, G 
MADRI FAM MEISTE TISE RU WA, CAAT AA 
RARE Fa RE: 

SE A 1 96 38 BA BA , FRET AS EOS A ET 
理论 导出 的 法 则 :第 10 re Pai. $3 18 ii Pe) 。 
解决 作 后 问题 , 如 担 演 去 方法 , 须 十 小 时 左右 , Ju RR PEERS 
法 期 ,是 最 多 只 要 三 分 锦 ， 此 外 , 削 须 证 起 注意 的 , REEE 
举 . 上 去 摆 ; 有 一 个 委 简 章 的 一 贝 ,可 以 类 出 ,这 种 做法 并 不 刘 寻 ;在 
BRA RE Ay BT, AIP IE BE, 面 
Tigre ELAR IR RSS SUIT — f RARE 
Hi. 


深 于 极 小 外 固 集 的 寻求 ， 则 是 一 个 
ABS, aR TER, 
池内 解决: 

REA ABR MRA ES 

Bou 4-11 的 图 G= CX, D) 作为 范例 。 按 
FIRE X= ie 8, eE 
¥={a, b, e} 


KRS TH yE dc € y=r R yE, 


rti IN ae 2i 2 cce eerie vh c ne gs 


` 


FLE 图 给 的 基本 数据 


Ig aa 

和 如此, FIA, Beh CA, yd) (4-12) ; 著 了 为 的 一 个 外 
画集 ,区 AT— Y; 反之 ;者 AP AN, EUER TEG UE, FR 
PIRES EX BORA DEA TE AT =X, 

T? OMOEdE-— y #2, M Arc dy, AAA o, AER 
图 (事实 上 ,在 本 国 题 ,点 B eus m 所 应 完 成 的 任务 )。 于 此 ， 
ik e, d, f. . 

2° SCRA bay AE Co, 9), MASET. it, SURG 
ETT. 

8° TeIRES BE CREME T Hrs a FR de I da — (35,0); 
ES 4-13 的 图 。 


了 H " 
a D H $9 
图 4-18 


OP RARD 那样 的 简化 ,或 入 2° TR DR FT PASS 

些 点 ;者 不 能 再 作 简化 (如 本 例 ) , Er SH ERAS RE RU, XEBEFERC AS BE 

ZAFT HR à. 

5° 象 8? 那样 者 控 点 5 及 db—{d, e, P). 

6^ SAE FSO ENR FOERVER EQ Ag dom {5}, 

BUR a e AE RAIL KR T — fa, b, e). 

PEL, BORLA g ote IHUR b, RARES, RME 
的 条 件 , 乌 所 获 关 不 图 优 。 


Boe 图 xu 


l4 存 芷 性 和 唯一 性 定理 : 
SERRA — TPT =X, D. PRA SEK 
PULA SLE, ASS S 是 图 的 核 。 据 此 ,有 
(D s€ S2» P2flS- D, 
(D e£8- lenses. 
MJ deci OD) AT DE BE SARAH MARNE (2) AT DHE Ao € 
SPA RAR Do = D kt oth C TIE TEES 


ia 1} QB + DE-SERAANBE Von Neumaun-Morgenstez mY R 
REEE RUE BER LIOS "RU ETAS 

BUS n OREN RUSO). Duos 0D DORIA HS AUR X IR 
一 个 行动 = BME AT a EE AE A ei, BR o Re 
AUTOGR (第 3 ED). ADM ARERR ED: LODS HAERES 
号 >。 Lao BRR abl o> bs MAAN a li 
b rtt DECR REEL ALL BOO Unos BEEREN 
D b Bic ids ARH, ESTA BE HL IHE a>: fs 
ROCKS. 

SRAC, D, 其 中 To RRITET eR. BS EAR 
ASR CORRE) VUE BERS BERERE ESZEDET BUT 8 R 
S KRBE SOA S HE FSi RARE TS AIA sb TS T 
RAR Su PALEE OR de S HBB a AOE SB Mie 


D KARRIER ORAO, Ts RA S= {2/9 (=) —0) Un 


E py (G. J. Guilbaud) MAI ROSIE 词 写作 Alo 
AE > RAA AMIE BRIE HORE AOE, “SEE” TERA KL 
RARUS (Berge) (21965 ait, ~ ? 


FÉES 
(D reS SrA Ns, 
C» rs — 8:2) £0, [HR Tz S9 f, 
[5/5] FRCL TEM EE TE 5-1 URBS LAT ERE: 
APR So BE SI 
até) = max IS [zo [Sul min Lo e), 


att) =1<2—660), 
5-2 ETS GAA ERA S" 53 S". 


e 


图 5-1 Aq 5-8 
TEKE BP Pa DR AP FRE A PAR XC E 
BRE. 
定理 1 RSA. PG, IEA S ERRI S t 
PRAM id ü 
AES, ADS > A=S, 
BARGES 的 一 个 内 固 第 , Bax A REBA S, ZEEE 


PRA, SESC E, ERR. 将 存在 顶点 c, aC À, 而 


a£ S, 由 此 导出 Pane O, pim Pen Aa, KMACS jig. 
定理 2 EMILIANO, AR HA 
BSB SWART ES WE Dan S D 


竺 ”存在 性 和 只 一 性 定夺 、 81 


部 是 。 事 实 上 , 若 实际 情况 不 如 此 , AU A=SU {0} RE RE 
(He¢ls), Wii ADS; AAS, 3m S de ^ 里 极 天 相 子 盾 。 


CRT 

SC EL RD OY, D) EUR AE EU RON RAKAN, 28 
HRY SDS" 时 , SE TS'。 ABATE, RE) ae (第 3 
章 ) , PEAR SCS 无 后 继 元 素 , SPS 是 一 个 极 大 内 固 入, 按 
定理 2 它 是 一 个 核 。 

在 已 给 对 称 图 为 有 限时 ,这 个 扒 理 最 成 立 , 其 核 的 求法 如 欢 : 

任 取 一 点 mo, 作 So (n). ATR RR e € DS HE Si = (20, 
2. PRA ELS, AR Ree DS, X LO 
S. 3E A 的 极 大 集 , 它 便 是 一 个 核 - 

定理 8 SRI MEE. J HH 
pate) 满足 


(a) =1— max ps (yf. 
EM 


和 集合 S 的 定性 两 数 o Ce) 定义 汶 
ul CS, 
fw) 
pe Lo Hubs, 
车 Tz= 多 , MIRE 
max p(y) =0, 
LPRSB-ME, HAM. A 
p (a) 21 > 26S > max ps ly) =0, 
由 外 固 怪 ,出 有 
pa) 20 > aS > max p (y) =L 
vire 
RARE 
2° o (0) 是 集合 $ PIENE HOS AMEN A PRET, RU 


D [Sym X TSX - Se, RAGE 


52 LIA HE 


GES > p, (2) -1 > max py) -0 > PsnS- . 
2€S => pa) -0 => max pD =1 = PesnS-qG, 

因此 , S 恰 是 一 个 核 。 . 
定理 4 有 限 扩张 图 有 核 。 Xs 


AO) -i Tr BY, 
XQ)» fe Pec x 00), 


E, JR LARES MEME pst), 满足 前 一 定理 的 公式 ， 则 本 


定理 便 可 立即 推 得 。 
第 3 章 定 理 4 表明 校 照 这 种 方式 ,可 在 整个 祥 上 定义 pa . 
BAR Richardson 定理 HERA Ù 
METIER. 
R(X, DE EUR EC In MMA ERE X by ETH 
WAX BEMIS Vo, Va, Vases 
1* W Yo— 5, Hl Bo RTE X —Yo HER 2 章 ); 按 第 
2 章 定理 1, 这 样 的 底 悬 存在 的 。 IK Y= BUT Be, ， B 
2° ERENT Yu, H B, dem XF, PRES A 
RE BIOL IB a 0X6 
易 见 这 样 的 底 是 存 在 的 中 ; 取 . 
= 7 


Op XT SEMI QE- Ys Dex BEE 
Ba Bat T Yua)s 
AMICI Bly BARA 2 Sj SAR M MERTU RETRO E 
REIHE X — Y, 里 存在 顶点 3， 适合 条 件 
(1) bray (fedis, 2» Jah GC Y) WERT BAR AED y 
Q) be T HB a- Yu) 


€ 


H 看 在 性 和 唯一 性 定理 
Fous VaU BULB, 
Re 
G=VY Cer ;ocysacas, 
AB CER PEL REA DERS EE PER m E Yn X LU 
8-2. 

ATES RAY, Pg 

1* 8 万 外 固 者 , HH CES, WHR MRE, 将 有 
SET AB Ps, Aili EN Ber Or Pens. 


Yr 


¥psa 


图 5-3 


2° SORER. PXE, B 的 任 二 元 素 不 能 相 邻 《( 因 B. 是 

某 一 子 图 的 一 个 底 ) ;现在 来 考 奉 是 可 可 能 有 两 个 元 素 , 一 个 在 B, 

内 ;一 个 在 B, Ap pen, RCA M TB CV, 

WBQCX —Y.nX -Ypo d BIB = Ø. WE, # 
RAD SE, oo, — UTERE ES . 

MEX Yu a Tes.) EEE uc ao, 01, 7, 0], À ao HERE Bai B He 


WE Y Ap RGRUS E X Y, ry th Fagg Bos On GT Be Fear 
Vo RECO QD, 
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BN PAB, RETR, KIE ae um o, S, ais 
Brats Haas País a Yoo Prl, 其 中 
BEB,  nCcPB, 
aS B oP IR a Ya), 
JET Bo 
Í GC Bis 


D . qc I7 B,- Y, 
i TE Ds, 

然 可 注意 者 ,路 o NAIRE X 7, N.H à HE B, 
ÆR mE Bs; 1H B, Shea X —Y Sk PRAT, BA =e, 
Fi PERIL AI a EN TEELT RE 

ENL PAREDE, EGRE MR, MENA 

WEE — PASS ARST ARE, 本 定理 的 证 明 , 使 
和 上 面 那 个 定理 的 证 明 完 全 一 样 ; RPE Le Y LO. a 
4 可 能 是 超女 序数 )。 
| 。 HE BAAR, BARGER MEDEA 

自 第 3 章 拉 多 定 现 , 可 立 部 推 得 这 个 结果 。 
15 PRE 

由 于 下 面 的 论 疡 ,关于 核 所 建 并 起 来 的 存在 条 件 , 可 以 推广 到 
le Hh Be EE: 

定理 5 BOC, Oi ABE MI, HIR 
数 。 


HE, WX, PA, S Ek X, X S, HF 


xd 


35 EE EE LME MA 55 
图 的 核 , Ss E Na — 3: 85 ARTAR EE, M REOR RR 
Kat Xiao Seay 若 a 不 是 -个 役 限 序数 ， 
Les [Xo a PARU, t 
{可 注意 , 8> a SEX, DIA, 使 用 归 业 法 , 可 知 存在 一 个 序数 
二 
集合 S, BGR À 的 一 个 分 划 , 对 于 你 一 顶点 o. 将 有 一 个 序 
E gie) , 按 下 天 的 规律 
g(r =a & EN 
SEATED RARE 92) OE: 4M BH BB, 
(D main co, Wile 8<a, fe Da ABET 
LEE sw = =£. 
Bis, a> BM EXON Gs ad, 
a AS, X SAUCE E So Bir t 使 
9€ Te, RTE Te 内 存 作 一 个 y, 使 9{y) 一 
D gta, ele 内 不 可 能 存在 9， as iy) =a, RER 
种 情况 , S 将 不 内 国 。 
[条 件 (与 人) 正好 证 明 e (2) 是 一 个 将 降 地 而 数 ,] 
HORDE SE, Le RA, 
[PAA UA 971 82. "S RT SEES BEER EE] 
推理 2 porco EXER REER, i 


tr ia cede a RC MM et 


« . um RIAA Cay Ge, 75, Guy 这 些 图 的 积 ( 或 名) 是否 也 有 

^ Æ BPE EVAN TA. 是 格 隆 地 图 数 (这 就 是 为 什么 在 
AEA FD. AATEC. 事实 上 ， 将 第 3 KER SAR 
SRE 6 E ROK, 可 见 : 落 GXL D hoii FRAS ER ER 


(5 E, m G, 
SERRE o, MH S= (5/96) 70), 
PRÉ TERRE, 


第 6 章 M E X 


16 ER BE 


BR A, wR RHA) 55 (B). AX, DK 7 


DURE GL — ANE, Tat MATENA 
项 点 ;起 点 me ME, OLN eR SE ETT aD, (A) 先 在 
Dey 里 选取 一 点 m, RIG BYE Pos EXERCI va, OD BERE P 
里 选取 一 点 mm 等 等 。 武 某 一 广远 到 一 点 m, À Fa Qi, 即 一 局 
BL RAE RME EUT RON ENT. DH, uy 
ATEH Br aito, AUS ER, 
| TARE RANT RT A ER, BAPE In RR AHL 
EOE, 一 如 定义 图 那样 , 把 它 刀 作 (, D): 现在 的 间 
是 ,就 是 要 别 划 出 胜利 的 行动 , CREIR ER, 选择 这 些 
ALE, BRU Diol AMOR, HEAR AIX : 
定理 1 BEIE S E1403 S MUN MR 


TEIL BMRA AR 2, € 8 RATE Dee 好, 于 是 他 
已 获胜 ;或 者 他 的 对 方 不 得 不 在 NS 里 选取 一 点 Sa RHR 
便 继 可 进行 , 4} 重新 在 8S 里 进取 一 点 x 等 等 , 设 在 某 一 时 剂 , 某 
一 方 因为 选取 了 一 点 me À Cms = D TARA, RIM OES, 获 
胜 的 一 为 必定 是 (4; ,定理 得 证 。 

车 图 月 格 隆 地 画 数 , 则 一 个 好 的 博 变 者 , 须 先 算出 一 个 这 样 的 
RL, UGE MER: 

. S= ix, g (et =O}, 

REIR mo NUE 9 (co) =0, f otra (A) 方便 处 于 不 利 地 位 ,因为 这 


a 


n 


16 BM " 


时 他 的 对 方 可 以 保证 获胜 或 处 于 和 局 。 相 反 , 当 9y(wo) 关 0，(4) 方 
便 能 选取 21, E g (e) 一 0, 而 保证 胜利 或 处 于 和 局 。 
NER EATER IUE 6 POR at 
HARE y o) =Ò Po, RENE RE RH 2, o) #0 
(RA) 


KI] (PREM, R. Isaacs) BEX JERREL EA, 9) 的 集合 ,其 中 
pH QAR 0. BARRIERE X RRA, Bo RE 
出 的 点 HÉROS, ER à MR RRR va Be cb 上 或 此 
RRA PR ze PIER — x. 例如 在 点 z= (4, D 之 后 ,只 能 在 点 (4, 0), 
@,D, 2, 0,0, D, 0, D,, 0) 内 作出 选择 。 BWR ARERR 
(0, 0) 便 算 获 胜 。 


1041le 9e 8 ol3ei29 0915 
10e1le12e 8e 7913 
6e 7Teldele2 


oF 1234 5,6 7 8 9 10 
Hj 61 图 6-2 


HARI, 了) 是 有 限 扩 张 的 , 因而 有 格 隆 地 丁 数 9 (0) , 其 在 每 一 点 上 的 
值 ,已 在 图 6-1 上 标 出 ;胜利 的 选择 , 芍 转 以 小 图 。 虽然 导致 胜利 的 点 所 成 的 
集合 ,对 称 于 主 对 角 络 ,全 它们 的 分 布 , 仍 是 不 规则 的 。 

IR MRR AEGA, RAEN, RAR, 


t 


He MERZ 
HE PORE. AIT MILF, MUR OEE, 限制 在 点 4， 
by c E RSE ALDI EBA IR, . 

现在 来 研究 不 同 的 匿 门 博 变 (Xa, D), Kas Do), ory QC, 
To) ,假定 博 奕 的 双方 ,按照 下 面 的 规定 , 输 流 行动 : 在 博 蛮 的 过 程 
中 ,每 一 方 可 以 选 定 一 个 区 四 博 凌 ,在 选 定 的 博 奕 .上 屡 开 活动 , 而 
省 有 选 定 的 博 变 , ELT, 博 奕 的 双方 , 雅 先 不 能 活动 便 算 失 
败 。 这 种 情况 ,实际 上 出 是 在 一 个 图 上 的 虎门 博 变 , 面 这 个 图 是 奈 
RE CL l'O 的 和 ( 见 第 3 齐 ) ， 下 面 的 续 论 , 进 供 一 种 方法 ,以 
便 取得 胜利 : 

定理 2 已 镶 具 作 隆 地 卫 数 is ays ge MWR, DO, 


(Kay P9, us F2, ACO LE, WER 


a= (hy 8 
其 

g (2) =g (21) + galta) + gu (as) 一 0 
的 ,可 以 保证 胜利 或 处 于 和 局 。 


这 个 定理 可 自 第 3 章 定理 8 立 郎 推 得 。 


【 例 3】 AER AERD n 堆 火 哥 ， 二 人 轮流 选择 一 
He GED) ,而 自 其 中 抽出 一 根 或 多 根 火 染 ,只 能 抽 去 最 点 38, MAER, 

RES, ARAN T0, (Xas 72 , ve, (Nay TORIS FERRE 
Ces Dy) 中 + Xy 的 一 个 元 素 Oy, HRAS k HERTA MO gx (zw) 等 于 相应 的 火 
RER. 

按 定 理 2, AE E88 SA ELSCRGURORIRDBURE RI, Dice KREA 
AR NE EER. 


BUE3E SPA HE 2 WRR 72 et pa A (Xa, TD), 


(Xa Ds), s, (Kay D) ERR n ERNIA, dE p RARE 


LEDERE, 博 奕 的 双方 , PEER CA, 中 挑选 2p 个， 
同时 对 这 个 进行 活动 ,而 其 他 未 破 挑 选 的 置 之 不 管 ; n 好 和 对 应 


PS 


16 m mx 59 
FERES, 二 级 和 则 对 应 于 这 些 图 的 和 。 为 了 取胜 ,有 下 面 的 类 
EH 

定理 3 Bion HEMP (Xn D), Qs, Lo), s 
QU, T) Ur = Py RHE ) HE gas dos cs Où 分 别 是 其 
‘MEH Gc en Z3 n 8 dett p HAT RARE 


sie eiti] = 


gr (Hs) = (CE, POM 


取 


NES yf se 
go [34 la ur Èa les 


z 
He, o 
Fit, inlor RIR BE p+ WR R PE BE (+ DT. 
HERS glo) 005, LS HR, 
这 个 定理 的 推导 ,和 第 8 Aoi 8 完全 相似 。 

LAA p RESER, 1T. Moore) RARD, DA n HKE, 
Hip 是 一 个 小 于 # 的 数 。 RABE AT, E n EHA p HE, 
TME p HER HES RS BA, 洪 取 出 最 后 一 根 算 以 胜利 。 

2T EIER ERE = (zt Coy y zn) 是否 为 胜 着 ， 镇 先 计算 第 上 堆 火 
柴 根 教 的 二 展开 : ga en) = (hy hy …) 而 后 验 瑟 对 于 所 有 的 整数 n, 是 否 


[Be ho? 
BEKWAME N R TRE PS BE , HANS BEER BBP Eg (2) 5 
X he XC Bei SE , n mx Me — X0 
(a, p EXXX, 
HER, ZA FH -edy SCX, PCX, i 
SAT-(stUscsS,tcT), 
WTB AE T PURA: 


60 第 6 章 ENSE! 
ERA CHE, POM. Grandy) MAX, D) RAR 
ARETE LENT ANS EE 


Piety) = C's) U (e Py), 
则 其 格 隆 地 西数 ,在 3 一 0 十 RER 


(0 gO -gioty) =g(@) tg). 
BERNARD CRE TIED S st 
uk 20 ty: 


XO) = {r T=}, 
XDY={e'lecX oj}, 
XQ ={2/Taox}, 
2€ X (0), WA | 
3€ X(0) > (Tety) U Gly) -T= > e, yE X (0, 
g(z) =0=040=9(2) +g(y), 
Ak D or, 
WESCE X (a— 1) Bit 2, AA CD Sor EERE, FE 
X (0) BUETTR 20 +9, TAROT, ARR A 
不 等 式 之 一 必 能 成 立 : | 
ge) >g) tga), 
g@<g@)4F9y). 
L 车 g(3) >g(w) og (y) US Sn n € Da | 
ga) =g) +g). 
Baonty, 各 ETa( 对 换 v R y 是 一 PER); Aacls 
CX(a-D A 
- ga) -g(n dy) — ga) gn, 
因而 


si gl oq gn. 
借助 于 第 3 章 定理 7, 可 以 推 利 @) = ge) SERI E Tad 
ET 
2° 3$ ge) cg(2) gir. 可 以 确定 (例如 象 第 3 章 定理 8 那 
4 样 ) 一 个 数 y, 个 7 
gearvtgys v«gtn. 
dE Po 单 存在 一 点 on My 90). 因而 
"IO CARESTIA 
但 oyE rcX a-i, Be 
gaty gla) +9@ =9@. 
RA m bye Po, RATE. | 
LAS ANUS de o EKSE- ELAR, de 
4 ERE BEES Y Ue HEAR PEOR SERER . 
一 个 行动 , SPL HDB Bay Bay oy Bay 这 些 数 分 别 表示 各 堆 火 此 的 要 
Be. 到 


whey (E, Boy s Be) + n B» o 8p. 
. m. Es es Bey Bay rn BD 
则 运算 十 满足 以 下 条 件 : 
Q) Pici) = Tehy) J arly) (基本 规律 )， 
G) z+#=# 十 +( 可 易 )、 
(3) atta = Gh af 
[OR 
©) HEB eG XS ,使 对 所 有 的 x a tee, 
一 个 页 点 2, RRB TR yy tae, ye, 称 这 点 是 不 可 煌 的 。 
FR AFTRA AE — EER :一 (0). SUR. 
9x) = (is Bay ory FO og ED GR) Pe (G9) 
mg) GS Eg GR. 
Hit. FRE 9 ERR CTI ERI RE RD -个 简单 的 数 信 加 法 , ET 
立 部 推 得 其 他 的 值 。 于 此 ,最 有 


f 
LS 


3 
1 


ëz het 图 上 二 类 


. 
i|? [aje sisi? 5 cmo m a arlis sofao 


sonos opere Falatslo 
更 一 般 地 , CUA ARR URBS ERG, EGR, 只 
存在 一 个 顶点 “使 Fe= OS HAS +, EO), (2), (8), (4), 
(5) :阿达 姆 斯 人 W. Adams) 43 AGE (D. 0. Benson) [1] ERER, 
ANAD o, LINAC AN, AAR 
一 的 。 


17 HAE X AAE 

PBS dy— Mes XL. Bk TS E a a fnt Rit H8) EME 
PN RSR RIRE, WEA, 75 dm o RAS À, 有 主动 
SRE. KF MBA CD 43 CB) 的 两 个 楼 变 痢 ,可 定义 一 种 博 
Biase: 

1° -一 个 集合 X, Hoc OU RE PITE: ! 

2° —B X 8 X iS & lk Dou zai 

8* 一 个 自净 BIO, 1, DENR R O RE 
HHRH lei, 0x) 0; 0(x) -1, 在 行动 < 之 后 输 到 
(4) 动作 ,而 当 Ow) :-2, REL B) 


4* 一 实 丽 数 SG) Ego EXE X by 用 在 其 上 有 界 , 称 


为 博 蛮 双方 (4) 0 (B) HARB. 

博 严 的 一 局 , 按 下 潭 的 方式 实行 :初始 行动 x。, 在 X 里 是 随机 
的 ;车 O (0) —1, WER CA) BUT BUE Do, 里 挑选 一 个 行动 mi， 在 
EJ BIOS ETE AE LE RIA 0 (n ~1, 输 到 的 是 (4) , 0 (m1) 一 2 
MAE (21 de Dos 里 挑选 一 个 行动 m， 以 下 类 推 。 BRET 
博 严 者 挑选 了 一 个 行动 ze, 使 12 - D, 这 一 局 便 行 烙 上 (无疑 ,一 
局 可 能 不 会 烙 止 )。 丽 SCOY 是 在 一 局 的 进行 当中 ,所 隧 到 的 那些 


À. 


时 博 训 的 一 般 定义 ( 具 全 部 信息 } & 


AS BEIM À, B0) (A) ACRE 5 SCR 
£0 =sup Fly), 3E CA) Js, 


FD) int PG), BU) RENS, 


用 西数 g (2) 同样 可 以 定义 博 训 者 (B) 的 收获 。 

Ti ERG CA) GS FL, 75 是 使 他 的 收获 越 高 越 好 ,一 般 将 IFCS) | 
FE BREE, 当 7 08) o0 BP, (AGRE RE, 若 £09) <0, RI 
CARACAS. 

WX a= {2/0 (0) 1), Xn {00 (2) = 分 ;于 此 可 注意 者 ,所 
MME, RRR (A, D), JOE DE s 用 向 量 
(02), f (6) , 960) , 虐 于 数值 、 

Qr, D)fS— 4-198, BE RA, 一 个 部 分 图 央 确 定 -~ 
个 部 分 请 变 , 按 照 上 面 的 定义 ， 每 一 子 捕 变 和 每 一 部 分 博 变 , 其 本 
身 仍 是 博 灾 ( 在 最 常见 的 其 他 定义 下 ,这 和 神情 况 未 必 中 实 ) ;一 个 博 
Ne à NI POS ee ES, 

[91] PÈRE SEKIRE CX, D) ERREZE; MER 
BBR MA, 站， JER EEA, 而 等 于 工 或 2; UU AUGE AURI 
JA SEE HE OD 还 是 (4) 而 定 ; 于 此 ;有 

HE, D =i, Brees, 
0G, i) =0, YTD, 
T(z, 1) - Tax {2}, 
T(£, 2) TEx (15, 


B= 2,8 
FE, 2) 9%, 1) 1, 
ZEAE, J) = 9(z) =0; ARARE MEE, 
CA2 Ti RAARD CA) 和 00, — SE ET BR, ERB FM, 
e= (Ers Ea, En ce Ò MB FR FRAME ZR Hay 及 指 
Ri, UMTS 于 工 或 2， 指 明 在 行动 = 之 后 ， 下 一 车 该 浴 走 。 
£o (Ej Bay Bay o) OUTRE o ER, 


ei 第 6 章 BWR 


MERCEDES, He 是 -着 杀 死 黑 模 的 行动 , 7(e) -1 在 其 他 
ER, f@) =0, 

【 例 3】 SECA] A SC) E, PERE: 这 种 
情况 ,就 好 但 是 一 种 傅 严 ,了 博 诡 的 双方 (信和 (B) ZO NETTES, PRO 
AACR, BL a, REESE FLUE S. LENEE, Za RARER AE 
B EEEE TI i RRRA LARAS, 这 个 博 奖 的 一 个 行动 便 是 z= C, 
Bay i), BEBE) CUAL FB, DUS Z, 一 移 名 所 能 走 的 最 大 距离 为 
中 径 的 一 个 图: 于 是 有 
P En Bay D = By Ey (39) x {2} 

Pas Bay D = Rn) x Bes) x (0. 

aE, DAR E, 9 AMER; Pup PERS, BAETENS 

VeRO OS S RU BERE CO 是 主动 的 , 且 
-J@n n D = dE 2a). 

SIS, BRUT PIR eT, (4) DRM, HL 

fO ES Del, M A=, 
LE Bo D=0, MEE, . 

SESE RR ARE, FI POE TR B MEN (By 是 被 动 的 , 且 

EnEn Dl, H rtin 
=0, MA, . 

TRUCO ORIS, (ORRERI, 就 (B) 的 目的 注 ，(B) 天 然 是 
Ssh, Ede S Le HER, PEAR LU 
CE AOA TRE RAUB, 


18 & 路 


ERE, D, 0, f, 9) 里 , MRR 2 CA) 的 策略 , LÉ Xa 
39 X 4 TAUÉRSÉ o, 满足 
ocz€Iw (xEXi), 
MERE CA) 一 开始 便 次 定 : “在 博 蛮 进行 过 程 中 , RERE 
BATH, 在 每 一 行动 之 后 , 我 总 挑选 行动 92”， 这 就 时 做 (4) 采 
FASE o., HEBER (A) RES o 的 集合 记 为 Pa, 


上 


+ 


v 


EN 


Bo à & 
车 初始 行动 zo 已 定 , LEARY CRI (B) BARA 
SE ou r, 妈 博 变 的 这 一 局 便 已 完全 确定 , 用 Go à, 7》 本 所 部 
- 碰 到 的 行动 的 集合 4) 的 收获 便 是 
f 03 cy v) =sup (f (2) /2€ eos 0, 95), 
CAES 
fm 6, +) = inf {f iE) sC (m; o, 75). 
HARR 
HRR (Cor To) PEJE 


foie, To) S FAE ao Toy (EE), 


GD; To, E) SGD; Ta, To) (TE Er), 

BU (oo, ro) 定 六 为 一 个 (关于 行动 和 的 ) 均 街 策略 对 。 

换 句 获 讲 ， 在 开始 博 变 章 一 局 之 前 ， 博 蛮 双 方 考虑 采用 策略 
co 与 ro 则 这 个 决定 具有 相当 的 稳定 性 :在 铺 窗 进行 当中 , 博 变 的 
某 一 方 ,各 欲 改变 其 策 咯 , 同 北 收获 必 将 焉 少 ,作为 对 他 的 “ 答 副 ”。 

BRIER (oo, To 对 一 切 行动 4 者 是 均 往 的 , 则 这 对 策略 , 称 
为 博 奕 的 起 圭 均 德 对 。 将 关于 有 女 扩 张 图 核 的 存在 定理 可 以 推 
Js PYAR aE A A ia = 

ÆREF-F ME (Zormelo-Von Neumann) 定理 由 RE 
RRR, DERIT Tode FO UG) se X}, aX) 


RES, Sb BE MIE X (mt 


F = Tee, 


O RPA ERED (E. Zermelc) Wace TMH RRM, BRS SK 
RRO. Kalmar) die SLT 3X 458 E AR VEE AE RS GER FR 
RR RAE EE OA NOT). ARW. H. Koh) Hit ASE 
AA, 其 中 博 变 各 六 的 利 全 并 不 完全 相反 ;在 [3], BPE TUE AL 
WA MRO RES, HE SUN TREND REARS RAI, © ox 
MOU BS PERRIER 


à 7 第 6 章 Bi ob Ad 


AX fa) = {a/faecX (a-1)) , io PARRA, 
Xi) = LL UD, SE o RER 


因 图 是 有 限 扩张 的 ， 据 第 3 新 定 一 4, 存在 一 个 序数 7, 使 
XX (y), 现在 就 来 一 步 一 步 地 在 一 切 集合 和 (el) 上 ,定义 一 个 
BEX (90, To). , 

dg X(0) ER 

cyt-m (TE X (0), 

若 e 不 旦 一 个 极限 序数 , HI (00, ro) TE X (a-1) ERRE 
bac ard A (a) bie LRM (on, Te) HEE Ka, 

1? Siz€ X (a—1), 取 os = 6r, 

2? Ace X (a) —.Y la—1) E aas y, Hit yC P, H. 


fr Coy Ta) - max fa; Co, m). 


BE (oo, To} 是 X D) BRT [GR FIRM HR (oo, to) FE 


X (o— 1) RFP SEIS EACH EERE (Co, T0) BEX (a) 所 成 子 
BRAHA Bot RUE 
(D fc, fuse To (0€ Zu, REX (a), 
Gy gies To 923 Fo, To) (FE n sE X (a), 
GO) 5 a0 XEFecX (e— AiE, i ec X (a) -X (a- D. 
356€ Xa our [Me X ai), hk 
fm s.v) SF CLS Coy T0) SF YI Cos To). 
AEIR TAERE (D, 
(A) Eh, H. Je) x f (i 0, m0) ,有 
re Gy Bp) =F ©, To) S f (y; Co, te) SFB} Fo, Tole 
H(A) ERM, H fle) > f; o, vo), À 
Fe 6, To) + FBI f (ws Foy Toha 


8° (A) SN TH Fn) <P (ys oo. vo ,有 


E 
H 


Bk x e 
F (Gs T, T0) SF (m) fi Fo, To) 
4? BERDM (0) =F (ys co, T9) ,有 4 
F3 T, To s f m, vo) frs Foy vo) — f (93 Do, To). : 
用 9 代 下, EPET PUER) 17. 
3 "qul ROY, D) SGH ft BI 60, du 


f(@3 0, To) ) sy Tos To) +E WEN, GES), 
ge; Co, T) * g(2; Go, rote (WEN, vC Zn), 
事实 上 ,将 利 签 两 数 了 与 AHR 六 与 9， 使 集合 
FUN) tf @)/#eX}, 
] g(X)-ig' (misc Y) 
HEARN, HUE 
LP (æ) fese EX), 
ka ge (EX), 
RRRS SEX LIR KUETE. MP SE gu 
在 均衡 对 ,对 于 了 与 9 因而 也 就 存在 -R 
mu SF BMA CX, 27) LR 张 的 ,对 一 切 s>0, 恒 


ah 


fs 6 Gy T0) eX flim; co Fo) n To, T) +8, 
BRL, e E ns HAT AIS Hd de (A) BR TRU . 
00, 可 以 保证 其 所 得 为 了 (zo; Go, To) (o 陈 外 ) ,根据 第 一 个 不 等 式 ， 
" 其 他 任 一 策略 c， 都 不 能 保证 他 得 更 多 的 利 答 (s 除外 )。 策略 co 
泛 是 (4) 的 一 个 优良 策略 。 
为 了 证 明 这 个 推理 ,只 须 作 7 — — 9 (2) , EURE (A) Re e 
38. CB BIDS SCRI AE 
f(sz 0,9) ——9(23 0, 7), 


所 提出 的 精 论 便 可 立即 推 得 。 


CC 7 


eee HERR 
BECP AUS BL EMG AE BASE, HURTS ZE 
是 对 偶 的 ,数量 
fly, 7 =-gle,t) 
称 为 博 蛮 的 值 。!4? 要 求 得 一 个 值 尽 可 能 地 大 ,而 (B) RERER AI u- 
个 侍 尽 可 能 下 小。 异 劲 于 一 种 策略 , (4 可 能 保证 的 最 大 值 是 
a= sup int fle, 7). 
(B 借助 于 一 种 策略 ,可 能 保证 的 最 小 值 是 
Bo inf sup f (e, 9). 
可 注意 者 , 恒 有 oo Bo BH OD 5 BARA ORR, 
博 奕 的 值 将 至 少 等 于 a, 而 至 多 等 于 名。 可 是 我 何 还 有 更 进 一 层 
OR ER: 


-事实 上 , 接 推理 3, 有 
sup f (c, so) «f (vo To) +8, 
inf f (es, T) Sf (Go, vo) - 8. 
BER 
Bo f Uo, to) FE &aod-26, 
A e 是 任意 的 ， 故 Bo 志 ao, AH ELEC RK, RR 
Bo 00. 


[31] 从 这 个 定理 所 能 准 得 的 精 注 异 常 站 富 。 关 于 一 个 有 限 扩 经 的 医 F 
PIRE JERE +1 或 ~1, Ki, JESSA ER: Bo 
始 行动 zu, RENT ( 几 存 在 一 种 策略 ， 使 他 确 有 所 得 GS = +1), RAYT 
EE ANR AVS RTE Lao 一 1) 。 


© RAGHEB, ZMERAT, p. p. 
35-38), 


4 


38 f$ Li . B9 


[ 例 2] WA FAT: COPA, HES SUPE E. RAE 
EIG — WET 计算 结果 , ER REL n — m (agi b) BEY 
BRA, CORRE, SMH -D 
LA 

RÉ, BGA -BMM RAEN, 而 
MARLINA, 务 有 两 各 策略 :如 图 全 3 T E 
TARAIRE o, 值 是 = -1, BCA RAR 
0, 秆 是 fiot vis —1 ,这样 - OS, (A) RRR 
HR PR og = —1. BARAM, A S +1, 

于 是 做 有 % «fo 7 RS. 

bx. 这 里 牵涉 到 -种 在 文献 上 党 


& 
RARES 


$m. 7 83 
FAA ASRS P^ CIE FO At, 不 是 图 的 一 个 顶点 ， 而 
是 拟 遇 到 的 顶点 的 一 个 序列 u, H EHRE HERD EMCEE max( f(x) / 


TE (oy DP 这 种 形式 。 这 个 阅 因 更 是 过 翌 正 确 地 加 以 处 理 , EB RG 
de Apos +1, 


第 7 章 最 短路 径 问 题 


19 & X WE 
BA CX, D) JU a tj b, 现在 提出 下 面 的 各 题 : 


出 题 2 包 合同 题 工 


CAL) WE NAME RRE- ARR RE HE: £1 
HAME o. 一 站 一 站 地 找 索 前 进 , 以 到 过 位 置 5、 迷 障 是 - -个 著名 的 例 : 一 个 
À, HT a, SGA TE, CHEG 7- La) 这 个 辣 题 归 博 为 求解 关于 图 
7-16 里 那个 图 的 问题 1， EADAR, N ROMS, ELAGR Ho, 能 有 
SBN SU y, Me y=Te, 


t 71a 图 Tab 


[83] —F38, -XFN MARME E OGNI ae) 
有 时 位 于 河 的 一 岸 , 一 个 欣 渡 人 ， 想 把 FIRE, 可 症 他 的 渡船 非 小 ,一 
KRIER AONE BERL HAPE WE, ERR, TRALA 
BRANES FA E DORRIE A JAANE? 

PEG Ph TPES LIGAS IR i e AP vl Y RU EE 
问题 工 的 一 个 标准 例子 :作用 由 7-2 HU DEL ERIS PE a CPC, 3E C. ET 
ZEN, 48 L'ANBRÉ À P 国 在 河 的 布 岸 通商 位置 (于 此 ， AH, EE 
所 有) 的 一 条 路 ,这 样 的 路 已 在 图 RENN 


A. 


r- 


Mp 
geh Tin mtt, EAGER AU, § 
p 


SIDE, HUIOOHULEEE 


EPHALRARRE INAR JERR RHEA, 如 图 1. 
MR ERAR LEBER, 及 可 以 在 -个 水 平面 .全 部 
PERL SEEEBSER fr IE BE VE iE REC ARE CR TROP sf d 
话说 ,这 个 图 是 平面 的 . 

对 于 这 种 图 , 极 易 解决 问题 1, 此 时 只 镇 遵 各 下面 的 规律 朗 
足 : 

AE BOE ARREST BERCD TRENT AE TCR 3E 

根据 这 样 规 律 , 显 见 痪 开 迷 障 时 ,在 图 的 任 一 边 上 , 隶 往 行走 ， 
决 不 多 于 二 次。 

BME 工 的 一 般 法 则 ”首先 研究 一 全 自 4 ERREA i 
B] 2-D , 而 寻求 一 条 HH 4 走向 点 上 的 路 ;一 个 简单 的 方法 就 是 , 自 
a He RE Eee, Riaz, FERRE, 向 回 走 到 
最 近 的 一 个 使 道口 ,以 便 用 状 一 条 未 全 未 过 的 新 方向 淮 蚀 前 进 ,等 
等 。 按 照 这 样 的 方式 ,可 以 保证 , 当 走 到 点 6 时 ,在 任 一 边 上 ,来 往 
行走 , 决 不 多 于 一 次 。 

车 图 不 是 树 形 图 , FR u 的 一 个 端点 z， Be sr, BUTS] 
HEJAR EARL: BRU ook TE ERO I2. Bk 
—ASHISCE SEI AE, c d cnn EBT BUE 
BD. 


n | BTE RAR 


须 注 意 者 , ÉTÉ, TO ATA, TRTE 
ACTEUR, 对 于 迷 了 路 的 游行 阁 , 也 可 以 应 用 : 他 只 要 把 遇 到 过 的 
BHA REAM LEMAR RAT o 

解 问题 1 的 另 一 法 则 Heat, G. Tarry [5]) 对 于 一 个 于 在 
迷 陈 里 的 游行 者 ,只 须 注 意 下 面 的 规则 序 足 : . 

状 不 在 同一 边 - HERI RE RE RE 2 LER 


1” 首 先 来 证 朋 ， AE KOYE RERED LING, 而 
在 某 一 点 破 甫 住 了 ,那么 这 点 一 定 是 a, BERE a HU, BE 
RAGE TR, ASE, ENS HET wa), MB 
IÉBCBESET b, MA AE o HEA oe 
G+) REARSET EK, MINIER, Tea AE 
LW o Eit BIER BERT eo ET, 

2° Be (aoa, Gi, aa, …) 是 所 未 过 的 不 同 个 道 口 的 您 列 ， 下 
标 是 按照 第 一 灾 走 过 那样 顺序 三 诽 的 ; 现在 来 证 明 建 接 wx 的 每 一 
边 必 已 破 赴 了 两 次 。 惠 实 上 ,这 个 座 断 对 ”0 是 次 实 的 (根据 工 )， 
Rea UI Bp 1, HERA Ep IIR, dE Ga, ep 
JE AC PUTA EH o 的 那 条 边 , D ic p, 这 条 边 必 已 按 其 
VIAE HAE TA, HERRN, RCI RATA à, Ph 
SERAET—R, ARE. RARE. 

3° RÉ oGES P, 存在 一 条 路 (C, m ta, ss Bar 0), HUE 
ŠA BIRD ES) O9 I AE 2°, AEEA 
SERE — IR ER AS RE DRE, 

MEM EA MARIE, TS ERE UR 
EPS, KP HEE E] a ED o aR Me: 

Y^ 在 页 点 < 82H88 0, 

. 9 BTR EB m 的 页 虑 ,构成 一 个 集合 Alm), BER 


de ne 


20 ”进一步 的 的 广 Ta 


Ter BERE MM ED etl: 
A(nd-1) —-(z/s€ Alm), s A), ksm}. 
8° QURE D BRE SHR, CS RMI CPE IL. HOE Alm), 
取出 硕 点 01, ba, :… ,使 ` 
bCA(m-1, ET“, 
BE A(m—2), BEL bh, 


inE4(0)， bnET baas 
BY pm [am bs, bm-1，…, Ba, O] 便 是 窝 求 的 路 。 
20 进一步 的 推广 


我 们 常会 巡 到 下 面 蔡 多 向 题 ,这 些 周 是 都 包含 问题 ai 2: 
Mas pem, Mi 对 每 一 强 u, ROT MER 120, 


ak 


达到 极 小 。 . 
i4 对 所有 的 路 p= Drs tust, ot 


ane E. PRES nr: 


[511]. X JE HORE THECA, U TEMERE UHR RC BED 
和 集合。 假定 在 X 里 已 包含 所 有 这 些 路 的 交点 。 对 于 每 一 条 路 n 100 eR 
RR GREG, 或 者 去 示 直 过 MERKE, RARE à 所 
费 的 时 珊 ( 已 顾 序 才 员 旅行 的 各 种 情况 ) 。 

RADAR ERAR, SERICO RREME, BRR 


T4 ATR RAPER 


时 最 步 的 略称 ,每 一 二 况 ,部 要 求解 决 门 题 3。 

[52] SHAR AURA, R Bellman) 两 个 金 矿 4 和 8; Ae ant 
8 嘛 金子 ,一 部 机 器 ;不 能 球 地 宫 时 开采 ,但 已 知 在 一 年 之 内 ,4 矿 可 开 出 其 使 
BA EET RAE hy DR TFE ES HY eto KERF 
RARE où. BENRA à fit 的 网 , 共 Fa=Tb= (a, b), 在 这 
R AL Ta CR, MAS: EIS OH, ana), ES 
使 用 最 优 策略 : FREE 部 金子 


F a, 9, 
Fa 8) = max{ra-+ pF: "— Bj, s8-+gFia, 1-881. 
RE PRE RS SUP RAA AGEN 4 的 一 -种 特例 ,其中 Tx 是 一 个 国定 
的 集合 ,而 了 tx) 刚 是 一 个 异常 特 到 的 丽 数 - 
我 们 现在 只 研 完 类 型 3 这 样 的 问题 :考虑 图 G = C7, U), E 
Fu, EE ae) 0, 而 于 ep 43 2, EI SR IET ARI u, 
使 总 长 


ud Si 
达到 极 小 。 
MIU S 的 法 则 :种 特 , L. Ford) 一 个 简单 方法 , 便于 用 来 
PRAT SUR S Ss BS BLUE a: 
”1 ETA nn 以 一 个 指标 lo 普 先 取 20-0, 及 co, 
Hitt, ` . 
2 Bike) FIM Gn m) RAR ELA AR Uam) 
<A GeO, Wa, > 0, ABBE A, ITR Ay 
为 正 。 
8° 必 存 在 一 点 mu, 使 A.A, ti, a); TEE EERE 
过 程 中 , 2, SUA PEE, oy, BERS À, RAD AY RUE o MF, 
存在 一 点 ww, 使 
ga An Ts En) t 


UR as Byes FEM TERRI EE TB HEE pay ma 


ES 


"d 


m Baba 7 
于 是 为 ERE zs 5 2, CRRA, 


[7LSU TE Boggy "y Dpr Pad 
E oo So, CR AOL E 
(RES BE [80s rs Diar y for: 一 区 是 ao 与 on SES 
的 一 条 路 ,用 Lu) RERO Xi mir 


dy, Ob ge, vg), 


Md, aby 
两 端 各 自 相 加 ,对 所 有 的 路 pe, 均 有 
Ay Osis), 
但 对 路 ko, A An Lo), 故 路 un 确 是 最 得 的 。 
1503] OH, BERT LSE, ÆA 7- SAMDIR re 88 
ARG RME REH Hos) = 14, 
GE) AT MMAR Gun 
EU, R holaa m). 当 yr) 
[S = too; EE EET 
DEI DETTA TETTE 
yt), hel, FM 60, Gir 
3 TRE AR — HER G/A =0， 
120,9; j20,1, 5.9) BER 
ERDI d, HIED FERREA S Re 
Daija 


BSED BO, ith, ita, 
Be ie 


WD ee Namen, us AFARA AN 
RENÉE RE MIR T 


$5 83€ BERAK 


21 W Adm A 


一 个 没有 环 的 有 限 图 , EIER uk, HEP ou) 20 
AB ER) APE, ROS ERU: 


1°. 存 在 一 点 且 仅 存在 一 点 zo, HT = Oi co PROSPER 


的 发 点 ; . 

2° 存在 一 点 且 仅 存在 一 点 2 UE Da Os 点 z 称 为 网 烙 的 收 
8. 

iE UZ 为 内 向 过 ?那些 弧 的 集合 , Ul Jg Ae IRE o ROY I 
Re WR ou), ELFU 上 , 具 整 数值 ， 并 能 满足 以 下 三 关系 式 ， 
IIR: 

(D eu)ao (EU), 

O Xeü)-Seü)-0 (ea 242), 

@) vO < HEU), 

p(w) 实际 上 是 流 过 自 o 到 y MEM w= (2, y) 的 物资 数量 ， 
FRESE AI AAA, 若 4 不 是 发 点 ro 或 收 点 z; HUI 
BA o RET o DE HB, 

B O TAMER 

OOGO 

BÉ 9 代表 到 达 点 。 BUFERI, 称 为 * ol AR p 的 
售 。 现 在 要 求解 决 的 问题 ,是 确定 一 个 已 知 运 炉 网 烙 的 极 大 流量 。 

CAL) BEART LES REEN t za … 生 产 一 种 产品 , 而 
ARREN ty Ya … 所 顺 要 ; oL 的 生产 量 设 为 ss y, OEE OS d. E 
| GOS RSRIE 7 E yp 用 cy SERRES ORR IURIS SFA 


€ 


LEE- EF LEi 5 
EE, DRE HR ieee 为 了 将 这 个 问题， PP EXE 
BIER. RAS m, 到 y, MED c BSB, AVS IRE m 用 一 条 容 最 是 
s, BELIES m, 再 名 各 个 芒 Mb d; 8991 CBE À o Bo ER 
RME RU pirn v) BERGE RR TR SAUT BI o EF) y 的 产品 数 时 

[m2] 动力 网 [3] CRS EL. 元， c. E, 发 出 车 辆 , RAHE- 
的 一 个 地 点 Da BE (Eo Bo ERREN ES 5, MR, 用 如 BRE A 
. A 去 RESNI MEEDA BOTE RA 上 通过 的 车 辆 数 
^ Ji cy (车 模 本 演 有 这 样 的 路 , cy 一 0) BEERE T, 你 留 的 车 辆 数 是 nn 原 在 
Z BIROR a, . 

Ife be RIS EE-E AE 9 Pa, PUE AEA 

SER 

X= {E E. 0. PPX 0,1, 2, 5,0] 

VETE TRU SE ER. 

在 项 点 O = Gy D SERRE eu BOHM (2s 2; 0-60) RRR 


mo 


t BSL SRS ILE EOL PT A AR GM ES RENT 


LI ` Ask SEM 
Arey PGR Gn , +1). 用 
p), zy (HER) 

men t 自 城市 SEU, TIERS, om it), n O12) RENTE t RE 
LIO:  MERGIMIRERRORL E REO VPE RT 2 (0) , TE 
BO 20, ce, 900 SIR IM oo BRL HEURE ^ BRAS 一 
BAM WORE ESE CHR 8-1), 

(RD WT NERONE crus JEU 
| E (eyo EU, * 

eim, 2p E Gu eeu, 
je x) 

KELKA 0, 1, By ees o ima Ba ory rH). 

BARE MR Ae GR 
(—0,1,2, 9; = Sy n1). 


ay Sigo (61, 2, en), 
os 


PEEL RT MEET, RL TEE GR He Be [ns Sic 
-E BYE (D, O), (3) HGS SRS TPE. RAEN, PR TRE 
可 上 以 引用 , WEEE, 我 们 所 要 介绍 的 方法 ， 却 十 分 简单; STDARIA AER 
坦 决 一 个 极为 硕大 的 避 烙 问题 (一 个 500 PLA, 4000 SRNR, 已 在 联合 
研究 所 楼 旦 这 种 方式 了 以 解决 ) 。 


所 有 解决 极 大 流 问题 的 各 种 方法 ， 洪 基本 原则 都 是 一 样 的 。 
BACK ER TARA E A: ， 
mA, EA, . 
内 向 过 ARMÉE Ua, HOGAR RMR, RCE 了 
og} = D atu) 


-4 


BOR U2 的 容量 。 
SAONE co EDD, BL Ui 的 某 个 强 -一 次 ， 
因而 对 于 任何 流 9 REPRE Us, GUN. 1 


aes 


名 ec » 
g,xe(Uz). 

Bb, XEX ME F RRB, 发 有 pem), EA 
肯定 ,这 个 流 必 具有 执 天 值 ( 瞧 牺 六 AAD), 

平面 图 上 确定 极 大 流 的 法 则 (而 竺 - 傅 克 示 ，Ford-Fmlker- 
son (27) EFAA RRR, Hit TAAA 
dE: 

19 ASARELE, PIS oo 13 2, REA Go, © 之 
+, EMILE, BASE Tse, PARES eS, 现在 便 可 
SR AA ACAD Jr e f E 2 TT d GE BEES 
Fi EORR E D 。 

2° 在 最 上 路 js LED A SAO C pa ae, EL 
路 us E SARS eiue, Hel rie. EPRE LH us 
AE EA b UR us 

Be BAIA, oE B E OR To t a e fi, ERI 
(Gro, 2) 之 外 , T EUG REEUSL 在 年 一 条 路 es 上 ,相应 地 通过 等 于 
i ou, 容量 (对 个 容量 是 pox PER ERIE PARC iu 
便 得 所 欲求 的 流 。 

REREN. EHR p MARKE IERE, UREA wo 
FRERE RS 4 S BUR, BE “ 

eU) per ean 一 

RER GE © REX. 

硝 定 极 文 流 的 一 般 法 刚 WRITER PTH 
ple, y) 的 运 壹 网 络 , 自 此 山 发 ,设法 逐渐 改进 流 值 5;。 

1? p(w) cw), BOE v. LAs SE 00 到 2 MIE 
路 上 ,都 至 少 有 一 个 饱和 弧 , 则 BE MERA, 

车 流 不 完备 , 可 以 确定 一 条 路 上 EE BPA ADR BA. 
几 的 就 是 第 了 章 解 问题 上 的 活 弄 :在 所 有 碍 使 和 弧 所 成 部 分 睛 上 ， 


s Uc ese ERMA 
BRA mo 通 到 2H. D 
P We) +1, Hutu, 
p'a =pl, ude, 
9' ik A 


p=p+i1>e., 
由 此 可 见 其 易 加 大 非 完备 流 的 盘 ， 且 可 以 一 直 加 大 到 完备 汐 


Ja 
、 2^ $ p(c, s) 是 一 个 完备 流 ; 现在 来 用 迁 代 方法 ,将 图 的 所 
有 臣 点 ,本 上 和 号 三 ,以 便 将 流 的 值 夫 加 一 个 单位 . 
EE TT dq 
#o BB RES BAW, BE (ns 9) CU, pm y) 
«clo, 3) , BERAR LAIN v, MEER EHE +i, 
Ho, 已 记 上 号 三 ,一 切 G. cl CU, pig, m) 20, AERA 
到 上 号 码 的 顶点 y, KESS 一 
著 采 用 这 种 方法 ,可 以 给 = REINIÉ mm 到 2, 必 存 在 一 
dit 1, 其 可 点 各 各 不 同 ， 卫 各 以 其 前 -顶点 的 下 标 作为 号 三 (不 
RFI). E 
AORT IOR Hue, 
p'u) =p), Huy, Eu ME, SH 4 À o 
到 ET, 
p'u =pl, $ uCa, 而 4 的 方向 , Sf us Aa 
` 到 z 的 走 问 相反 ( 见 图 8-2). 
BR of 人) 仍 是 一 个 流 , 且 因 p= ptl, 流 的 值 业 已 加 大 。 
S Bo 是 一 个 流 ,已 不 再 能 用 上 面 的 方法 , WREE, ON 
BERRE HESIR o^ 已 取 极 大 值 。 
EXE, BARRE LEE ARES, 因 
m4, 2€ A, Sete A BE MAS UT, 乃 有 


aA 


[54 


FT 


pz [ETT pun» 0 N 
z 


CA 
m 52 


gi- X gun mero ca por 0e 2. 
Pe o^ 确 具 极 大 值 。 
iB EBDE, 可 以 立即 推 短 基本 桔 论 : 
BE CRBS TETRA, BEATE, 
SPREE ER 
max o,=:nine(Uz). 


P 


[55] 研究 图 83-3 ABR, CARIES BE o. ACARD, tn 
DURER, 其 什 是 p.65, RUM REL | 
立 部 求 得 值 为 6 的 极 大 流 。 

质 应 法 意 的 ， 对 于 这 样 形式 ce 
的 网 赂 ,可 以 采用 下 面 的 办 法 , 直 
ETS ES D LL — 
个 单位 一 个 革 位 地 加 大 "E s i 图 oes 
iS AGERE RERCK HIE REDE BELLE P AE e HORA 4 
流 已 完备 ,这 个 流 便 是 被 大 的 。 

-- 般 ,成 央 题 的 是 这 种 做 法 不 是 一 个 蛙 正 的 法 划 , 在 契 大 多 数 
情况 , 这 种 做 法 虽 很 有 效 , EUR EAB, ROT 
SAAME. 


2 YAAA 
Ge A IERDUS DURER COE PA! 


Ej 第 E 章 i 
(5 ^: gw etn (weds, 
SEA LMS GL WE EB, 


[i1] RAX F, Ee RRR, OE he A 
T, EARN HR BARI A, MERER- DEEV, 使 
IV REME AEE 18 章 用 - SOLE AR GRAE A 
偶 的 ， 即 图 此 两 个 互 不 相交 的 集合 Y 与 了 和 一 个 自 X HF ARRES 
这 个 问题 到 是 一 个 航 小 范 半 题 。 . 

BA os 用 容量 为 + UMEDTURRUS A me X, 得 用 容量 为 + 
BA, 分 别 自 每 一 从 点 YE 了 及 到 收 点 2, RARI, 取 其 容量 为 0, 极 小 流 
p, 其 中 we U, o0) > 0 ARR DER — o ASE, 


解 极 小 流 间 题 的 法 则 ”我 们 可 以 合用 一 种 和 求 科大 流 士 分 相 
TAB ER BRE DARE FIRES Se RU CR RE] B 
了 求 一 个 流 oa， 使 对 所 有 的 us pit) Sele) (其 法 是 在 最 不 
人 通 和 的 弧 -F, 继 而 增 加 一 个 单位 的 物资 ) - 
2° WR ey (tw) =piiu) clus. à MTERA eb HU PE 
个 极 大 流 ga， 使 对 每 一 2 es QD cu Q0. 
37 hit, HA 
plu) — palu) ze my (0) — calu) =c{u), 
D pi Pa ERROR MRE, 
28 。 和 一 个 数值 集合 相 容 的 流 的 问题 
ALTE PR, BR RE — E 
À Cu), 以 楼 代 原先 的 一 个 数 eu) >0。 于 此 , TEH FARA: 
问题 1 作 一 个 流 p(w) ,使 对 每 -一 plu ECiu), 
问题 2 FEMALE 260, BERE à, plu) ECR), 
缠 题 2 包含 同 题 1; mm 
- Ow ={0, 1,2, pe 


4 
LS 


部 ”和 一 个 数 秆 全 合 相 容 的 流 的 问题 í9 


AIR 2 LES RAT. 

1801) (RW, R.A. Fisher) 有 # 个 人 CD, (Do, G2, AGRA 
RU 3- Ri JERE ARBRE p ABERE 3-48 rh, POR ST DUR 
REDI AARE RE 8-4. 里 那个 网 将 的 极 大 流 , 于 此 ,CO 
BURGERS. XCHUUGUHUPMER, 已 被 引进 生物 学 时 (名 为 “不 党 全 的 均衡 
分 片 通 计 ”) ,为 不 同 种 类 小 麦 病害 的 治疗 , 进行 试验 ;实际 上 ; 这 个 问题 从 未 
能 用 以 下 的 理论 了 以 解决 。 


^. 


H se 


[A2] ASM SVoffmanKuln[d3) 8E XJE—A SUUS 
By, Sn JÈ X HIFI, Tey Tay … Tp 是 X 的 互 不 相交 的 子 集 ，P be, 
irs Dos Cis Ong 0 cz 都 是 整数 (对 一 切 介 0 D REXER- SR 
Y= {tay Yay Vas oy 使 对 一 切记 YE Sr, 且 满足 

bes PAT xe ESL, 2, yp), 

这 个 问题 归 圭 为 确定 图 8-5 EAB SURG MADE o. 集合 了 Tah 

9, p) > O RITE y 所 构成 。 本 站 题 用 以 下 的 理 渝 ,可 以 完全 解忧 。 


首先 来 研究 问题 1 AURA: EUR T a DATI HE 


AME ALUN 050, MESTERE 980) HE of) 


为 了 简单 起 见 , 取 


_ aw f. ety, 2), MyET 


=0, Myer, 


d(y) Wy 点 的 "需要 ”要 求 子 以 满足 。 若 ACX, He 
d(A4) - aie) 
向 样 称 为 集合 4 的 " 需要”。 
RR, UZ 训 所 有 内 向 过 和 集合 4 PUE. UT RA ALI 
À ARMA F (A) RTE A À P933 DE Ce Us 的 一 切 引 
之 后 ) 。 最 后 ,集合 下 的 总 容量 记 为 
(Py CICR 
3R BACK =X— {0 2}: 车 对 一 切 满足 AACE ty 
dee A, 有 ot a) did), RI 
F (> = d(4y), 
事实 上 , HBR ASCX, ASE to, 其 艇 法 
BH UL PUG A MARUR o MEE 在 这 个 
PAL Eee SOAR 
rine (W) F(A). 
HW, BRS Aim 4, ADA, 2A) AGUS- HB 
LM o=Ux, FE 
了 了 (do 一 cu = et > d A) > d(4o), 


, Gs CX) PE HERR ME ea 


ee FRERE AT IR La 


pde 
* ^ Yo ge, MURA 2 A RU] ACE, # 
cUn = PUA) d(A), 
因而 确 有 不 等 式 (1). | 
2° BRAND 成 立 , 现在 来 考察 由 一 个 集合 8tao 生 8S， 
26 8) MEERE. AS (o BLA 
dA F' CA) SUD 
—e(Uz) E 2) =c(W) -d(X —A). 


MARI W An RE dr 
4 e(W)z dli) + d(X —4) = 4(X), 
BABE o^ RKE 
pi=mine(W) > d(X). 
RAP ER HS 
HEROUADERO 当 且 仅 当 
© 0 FOQ)dY) Qcro, 


1 . 始 存在 -个 流 o RE 9) selu), LURET z BOSE, 

BERE ERE RENAN RER CO KORR 2) UT 
(De), HIER “ 

€ F(Amd(4) (ACX). 

` SRB 207 | 

F(F)»d(Y) Yer) 
Fiesta 
Q)30), Bee Bee ACY, HIR Y ANT, 输 有 
dUD dO xF)SFUD, ` 


定理 2 (ÆRE, Hoffman)” 
FETE Fw Het [OSB x 


DD sbi ive), 
才能 存在 流 CA 对 每 一 xf; a bu og Ge) se (uy 
Sie uis G, Ae u. APTA — 与 之 联 
Ro HAM, TE FISK, PE, 取 le) 为 容量 :用 二 点 
PLZ ERI G HIR x, EOS OI ECC ICON WT G Bede 
Dh u= le, y), RARE clu) cu) 一 54w) FIRE do BER y 
联 一 条 容量 为 56050; y) - b o0 WOM, HR © BY 2 联 一 条 容 
T EA cie, 2) bu) "RG, À 2 eR RAY 
Elz, to) 一 十 co 
LEA 
1 Rii TEAR LE 
(D HFA G, 存在 一 个 流 o, 使 
biu) gl} oi , 
. (2 对 于 网 络 G, 存在 一 个 流 p. E plu) cc(u) ， 昌 他 和 所 
ABI AME TIT - 
(HO), ŽE p 存在 ,可 在 如 Eb EEL TASS, a UE pt 
puspa- iu) EV, 


pla, D= De, g), 
eS 
中 GEGEN DNUS AE Y E int ARS CL: Ford) 则 将 其 联系 到 
LUE TRES 


D elk p) = ble S 6G. E) PODREB AME 6G. De, À Mas DFi A 
一 ‘ae D(a, 9) ; 图 6 Bete OL LE. — Beck 


20 和 一 个 数 征集 合 相 次 的 流 的 千古 "m 
Plo, - D b(t, 9), 
ocr ty 
Py 29) 7 pe. 
© ODF 上 的 一 个 流 , 他 和 所 有 引 向 ML, Be 


(X3) gn) plu) —biu) 2b (u) blu) —0, 4 
* 2) Pla) =u) — bao Selu) - Bu) =E), r 
(0 D Neto Be Soto -3 pt) =0, : 
E 
3 
3 
/ 3 
M 1 
(2 (D, 3E p 存在 ,用 
pu) =p(u)+b(u) (HEU) 
HR NOR p, HA 
1) pW =pl) ba 204d) bn, 
2) pu) — pu) +b(u) Sc(u) +b(u) -e(u), 
4 3) ae tu) Bp pu) +0, 
x 


p 确 是 G 上 的 -- 个 流 ; 满 足 所 要 求 的 条 件 。 
2^ 由 此 , 岗 题 力 妇 未 为 求 (2) 能 成 次 的 必要 和 充分 条 件 。 对 
4j— AGX, IRV 2 者 未 好 由 所 有 内 向 过 A MER, 被 前 所 
SE GER 1), Ak (2) 实 与 下 武 等 价 : 
€ 224(4 (AcX), 


a | FETELE] 
车 这 个 不 等 式 ， ERARA mo BRE c 的 一 个 集合 S 所 满 
足 , 姑 对 集合 T=SU {2}, HF 

RE) Bes) 2d(8) =d(P), 

BERALIH T BT. 


A AT RR HET IB DR a 的 集合 4 .上 ; 不 等 式 乃 
变 为 
,的 EG, z) epee, 2) (ACH), 
e 
P CORE ORO 
: it 


> Ep (u) p (u) (AE), 


Dr 
UDUD (AE. 

Med ir C (u) 是 一 个 闪现 ,求解 问题 与 2 的 法 则 
1°. 在 -个 网 烙 Ge Red o, RUE bu) 3 cQ), 
O«b (u) <e (u) , HE p, HE blu) << (u) <o (u), SEPTER 
& (如 前 所 定义 ) 上 , 求 一 个 极 大 流 5, 而 取 

pu) =p lu) +b@), 
2^ AREARE p FRERE, PRTA 
I MOERS DE, BERE DBS 
页 点 mo， TALII 0. 
deo DR EAE BOR EUN GOAL. v. 而 又 满足 

(m, y) €U, pla, y) <e(@, Y) 

EREHE +i 
dia LLG DRAR ARREA y, MAE 


3HE£ R=SU {no}, B (V2) = o0, — | 


ON M S tan e 


CR E 
(yy m)€U, ply, Y b(g, e) 

的 , 记 上 号 码 —à, 

按照 这 样 方法 ,最 后 若 将 。 LS, Pr -HE BABA 
— FE, BPR TEP REB 

假使 对 一 个 流 p, TERY ESI, BORER E 
顶点 所 成 集合 为 4, MoE À, 2E A, o^ WHE RE 

p= PLA (u)— P (a =eD bU. 

但 另 一 汾 面 ,一 个 流 的 值 ,不 能 超过 ctU3) 一 60), 法 o Br 
RARE, 

定理 3 在 一 个 运输 网 络 creer 对 一 切 %, ES 
E 0<b@)< plu 


pe= min (2(U2) un), 


24 无 限 运 坦 网 阁 
SERNA HA (X, D) 定义 的 运输 网 烙 。 具 容量 eu); 但 


FEA BEBE |X| «oo. RENE MAIRE, 
定理 4 ET ERR E, RE mY “te Sas fe ， 个 是 和 


PU Sd) ACY; 4 B 
TRY um ns yas i vb, FERE X, 表示 ,至 少 属于 自 oo Hz 
FLY, BP ABO IR AMET I ade e . 
Ue dg PROD, ARE 2 2 RUA DAR, EDT 
DIN TO. ERE br 
|Pyi<0 WEP), 


Kit ERA 
BE 
XÙ oos te 
EST AUDE: Mes LUI A 
RG RRB G, EA IIE p. ALE a 


是 一 条 属于 G. RR, W gfe) 01, AG. EARRAK, dk 
1, | oo; 按 盖 尔 定理 ,更 有 Due C; 最 后 ,对 于 一 辆 oC. 可 


寇 尼 希 推理 (第 3 30 , ToT TEAM (pi, 02, ^. pr =), 3E 
中 
PS PIS SOLS, 
且 对 每 一 %, pic, 
取 pu) =sup pru), MAR MS GRE RET 7 
流 。 
车 sz MARERE a MERKRA U 是 有 限 的 , 故 存在 束 
Rep, 使 
psp EV), 
Hh o; ERE G, S GEL IET 
. Aw pL. (uy A6 =F ere. 
rien Ru? Xd; HER 
prey sup phlu) selu) (wet), 
这 个 流 满足 关于 容量 的 要 求 。 
最 后 , 显 见 这 个 流 能 和 所 有 的 收 贷 红 ,因而 拾 是 所 窜 求 的 。 


以 采用 一 个 很 盟 坚 的 方式 , 作 一 个 相应 的 流 pu- BE qui Ross HE 一 


we 


p 


BI PK ER 


~ -25 REXXEAXX 
ATV E-BERARHTRED, HARSHA, Hp 是 一 
PEM, HEU PASTE, MRE Gk 
向 ); 面 每 一 对 顶点 上 , ARE TRE Sp, MR X, 0) 
是 一 个 Pp- 图 。 . 
已 葵 一 个 入 图 , JUI AO sy Soy y ny SHERE de o 
的 个 数 , 称 为 顺 点 de HIKER, ÉD 
a (ai =A]. 
4 ， 同样， 大 点 如 的 内 从 次 是 内 向 过 ;的 弛 的 个 数 , 即 
dia) = Uni. 
3E d* (a) d^ (2) =0, BS v HMA UE d (2) #0, d- (2) =0, 
Bo HEB AH dO) =0, d^ (0) 0, He WA. 
EBRA ra rus Tay 815 Sens Say PEUT p, 
其 页 点 mm Bay 7n, m HRB: 


° d*(zy) =, 
do i (k=l, 3,50), 
SRERÉMEMIRNRE, 
i 定理 1 (PAEM PE (rs), (rs 89) ， Ces S) 等 是 


BN ARO BS PRE, EE 


有 
ewe 
` " 
(D 2jmin (pb, > 215 (71,2, n), 


» 


D Sredin 
EOS (re, 82) 构成 一 个 -图 的 年 次。 

对 应 于 数 对 (rx, se) Busta f, PESE UMS G, HIRA t 
Gay vs Dny Bey Tay tn. En DERE o WHE 2 所 构成 , 硕 点 mu 2, 联 
EVA ca, 2) =p HOI, TERR Sos à, 联 以 容量 为 elto, 20 =r 
3E TURES 2, 53 2 则 联 以 容量 为 ctz， 2) —5; BUS, » 

每 一 个 流 , 饱和 网 烙 G 的 收 贷 是 与 发 货 虾 的, WE 1 p- 18 
(X, U), W us) AAC dfi p- EI OX, U), RB (n, Y 
为 其 次 的 , MAER G 上 的 一 个 流 , 鲍 和 所 有 收 贷 张 与 发 货 颖 。 
按 侈 和 定理 (第 8 章 ) ,有 这 样 的 流 存 在 的 必要 和 充分 条 件 是 (2) 和 
能 返 到 每 一 集合 4 一 {76, muse Ci} 的 极 大 流量 超过 À 的 需要 ， 
Lu 

For) PET Ass) Gm dace), 
或 
a È mintr, peo, 
(Bing ded), 

BA 09 (D, SA s 是 按 递 降 顺 序 排 列 的 , 故 (09 05; 
因此 确 有 定理 所 述 的 条 件 。 

取 p= 1, 这 个 定理 便 提供 了 数 对 《rs, ss) 是 一 个 图 的 年 次 的 
充分 和 必要 条 件 。 我 们 可 以 进一步 将 这 个 大 时 ， BORA “种 形式 ， 
CRETE, R 

r= (ri, fay n) 
ORR AMER EME EA) ,与 其 相应 ,可 作 另 一 数 
Jb rto (ri, rh ce), rh rr SORE 7, 中 超过 或 等 于 的 那些 数 
的 个 数 。 数列 r+" 称 为 数列 ? 的 对 偶 [着 者 可 验证 (07) =r] F 
a ， 


Bade h 
推理 ”已 烙 由 两 个 整数 构成 的 许多 数 对 e a), ORE 


FETE ee: 
SIRES ABLE, 恒 有 
Sain {Er -žiri 
| Hi 4 BERE ST AD E se 
4. M EL, 等 式 是 成 立 的 ; 车 其 对 任 一 整数 E dol, ADT 
EHL, St nior des 


È ming +1), = X min {hyr} + Comin fe, dera) 


一 中 二 中 二 


-È min (E, r} +ria=rik rik edra 
FAE. 
CS1) RIME EART E, m DRE ER n IL, LE 
别 有 ra far s tm 个 成 只， Ma SORRIDI Sis Sar er a DE, ER 
ARRERA TB. 不 沫 问 一 辆 率 , 阅 所 有 的 人 都 能 以 就 出 发 , 是 否 可 能 ? 
i RM BRENT EUROS EHI RR, JUI UU Pa Poe SPP 这 个 图 由 
”下 二 集合 确定 : 
… 中 GEH EDUER AS Galo TARA, 但 可 注意 者 , Bea EE 
[Hardy-Littlewood-Polya) i- -4 & Aid, 这 些 不 等 式 , KEARE r APR 


sE AARRE ATAR ia aE HE LE. T, F. M] SES EDS 
"EUM, — Akit 


gr 


Li Sow de 


Asfi Sa r Saja Y= yay Vases td 
3 zs 的 华 次 是 《7s 0), Ue PRE O ma 
3 。 为 了 明确 半 题 的 意义 ,到 


座 位 M: s=, 5, 4, d, 4, 3,2,1,1, 1, 
KERAM "一 9, 3, 5,5, 4, 
ERT FER 
raser ed; riere 


CESARE ERE RT RENS: 


30 =29+1=30, 

(GE EY EE PE T EH RT En DURER 

BU -HERAEA, CIM € — Ur, U) , Stieok rie A 
下 列 性 质 的 顶点 zy EA 

wee, yay 
(a yp EU, w, YEU 
@ EU, EU, 

BN (o, y) 与 (os a) RATA, 9) 与 G7; 9 ,天 得 一 
A438 FORES FA: 这 样 的 替换 , 称 为 变形 ; 由 于 下 面 的 定理 , 可 
见 其 重要 性 。 

定理 2 86-1, 0) X, RRNA ERRAR 
EMT A ET WA 8 超过 有 限 个 变形 往来。 


如 ARE ` | 外 

可 以 假定 G 与 H BEM eR, 将 这 些 及 兴 弧 去 掉 ， 
定理 实 无 改变 。 联 系 图 G. 1E A= (6), Fon 165 n PILAE 
元 素 


a{7° # fa, 2) EU, 
‘Lend Hume —— 
与 图 alit, Meee HE BG): 接 定理 的 假发 ,有 


ae 
Boj -È Ha eo, 


Sg Reale, 

JEM C= AB, WENNER 6j oj - BEE, RETR 
”等 于 十 1 0 或 -1, fH, | 

BE dio, AG 5 F Anke, #3 |e}, 20, WEER, 
过 在 图 À EMSs, WORE OA B= @), i 
EIE el. 重复 这 种 做 法 ,最 后 可 得 图 可 , SH HE. 

Rid EET 十 1 的 一 个 元 过 ;每 一 列 有 同样 多 的 十 1 与 一 1， 
BRI 列 上 应 存在 一 个 元 素 亏 = -L BR E k 行 上 存在 一 
个 元 素 起 ~ 十 二 然后 在 第 了 列 上 有 一 个 中 一 一 1， 等 等 。 这 样 乃 
确定 了 一 条 路 Ch oF, cl. fy ee h d. RENNES 
EARNS gA BABS of +1, 先 示 到 过 , 交 时 可 以 行 
EAR A oh = 一 1 上 (这 总 是 可 能 的 , 因 4 烈 有 同 立 


c5 oa 
m 


x woe ee eS 


44 +E 49-1), SMA GER BS MIRE RA of, 
at TAR Be 

BREAK: d, dh oh chs Bm cl HER 

(ig 8) (5 T), 
Gn, 0) s 2). 

直 此 得 一 短 际 C, dt i dod c0 Goode, 保持 不 
%), RELABIT AM, #0, Gyo) EU (ARR H 3 G 
DISS IRS SIRE HE oh = 0, 1, 这 也 
达到 了 目的 。 只 有 在 = 十 1 时, .上面 的 做 法 行 不 通 , ARTE 


”原先 的 初 条 回路 , 代 以 更 短 的 初 税 回 路 cd, ee, ch ef 


SAHRA, 一 步 一 步 精 宇 回路 , KERR, 得 一 唯一 的 
正方 形 , 其 顶点 上 的 元 素 为 +1, 1, +1, — 1; 在 这 种 情况 , 很 
明显 一 个 变形 , 便 能 达到 目的 。 害 理 证 毕 。 

RARE AR JUR 

X {ry Ga, 7, Gus Yas Vas aby 
d'(z)-—--l, d^(x)-0, 
d'(g)-0, — d'(g)--l. 
臣 样 确定 的 图 ,对 应 于 数字 L 2, e n BU BERI SERE 2 万 转化 
为 一 个 水 所 周知 的 芥 断 : 
A [CEP u RTE, BET AATEC, 


第 10 章 候 图 的 对 集 


26 RARE A 


AR ANRC, Y, D), SERBE, Be RAE 
Ha X MY R—^É X BY SOR D es O18 
XO PALE LOAM a, RRS, SKA 
首先 假定 图 是 有 限 的 。 

PAX, 了, Difp 3j Sk RNA Nr 
BUT IAI STE ETE ACK 和 一 个 集合 BCY 


EET, AGREE 4 在 集合 BB 上 配 成 了 对 ,或 


称 A 在 了 里 配 成 了 对 ,现在 要 求解 奖 的 是 确定 对 集 绰 的 极 大 个 


(BI AAR ARARE p AEEA Botts tay n y 
HA p TEPER DE Yay Hoy … Yny FOR AE A BLA TR, 
PSE ES AT RENEE T A, REA EENES HAP i BS Tan e 
ALAA BL WAIRERE, AIR AAO CX Y, 
D, WE X HEY 里 配对 。 
18/2] Beene eee SBOE, 每 个 女孩 有 如 个 男 
© Bey 而 每 个 男孩 有 m 个 女友 ， 闲 是 次 可 能 在 一 头 跳 舞会 中 , EP HERE 
一 个 男友 ,而 每 个 男孩 恰 和 共 - "iSc EE AA BIRT PSE 
肯定 的 (推理 2) 。 
ES SEXE WENA, KOnig-HsU) 当 且 仅 当 对 每 一 集合 
ACK, d VIA | Al, RU WARY MIRE 
FAX, Y 里 的 点 和 性 点 zo 收 点 2 所 定义 的 运输 
网 烙 ; 自 s 到 年 一 点 EY RDU eo, y) =1 0938, AE 
HEX B) 2 REARS elen 2) 1808, ÈS yE Du, RU 


Re it 


a no ren An NT ui aL 


s8 ROR RAGH 


Él y; Bie RARR co WM, BACK, MRA 4 WARRE 
ed A) Al, RS ARKH F(A) = |PA], 


EN 


Bp 104 
AREHRUSE— TR, 确定 惕 图 的 一 个 对 集 , 点 53 y, SUA 


个 单位 的 流量 通过 张 Qu, a) 而 相对 应 ; 反之 ,每 一 对 集 则 确定 一 . 

个 流 。 当 且 仅 当 极 大 流 能 饱和 每 一 条 收 贰 弧 ， 立 便 在 了 里 配 成 了 x 

LE DISCI DRM EE 
F(A)>d{4) (ACX), 


~ 


或 PAE|4| (ác. dt 
2o Bub, BORXHEBIUE, 便 尾 一 个 极 大 流 的 问题 , AMATEUR 
FAAS SE BRET C8 章 ) 。 


fe ERA (X,Y, 站) 上 ，| | ep, [Y] o, HITR 
BEX wc Y BUFETE 


Lt, 
TM > gel > > mel, 
EY 里 配 对 的 充分 久 
D alias Pub 
>D] NT gel te Ea] 人 
事实 上 ,研究 两 个 分 别 有 上 与 上 一 1 个 元 素 的 集合 : 
` A= {ny Duy m) 5 B= lys. Yar) TE 


$5 


20 EARS a 
wa | 
| Pas] + Ps] +--+ HP] 
: > :Toy +P yal beet yal 
À A RAM TH, ASS S KI ug t P, CORB 
RETE AGE M LASGE SENE Ee. FACE; Mig P4] E71 


=|4! 一 4, 或 
rapid] MEX), 

效能 将 并 在 工 里 配对 。 

BRL TPAR O, FD), PPE A 
SEX H |De Sm, Aj YEY AIT pi sm, UX ET Ri 
对 。 

事实 上 ,上 一 推理 的 条 件 ,于 此 能 刻 立 。 

HR ERBAY, Y, DER 

m—max( Ia , |D "wijse x, ver}; 
HART: 使 用 所 有 Du =m 和 Ty] ub © AT y. 

i SLOT LE ABER CIC, x", T), 其 所 有 顶点 都 
Æmk,HOMCX, 了 ,站 作为 其 部 分 子 图 
RRR WE CX, Y, 站 的 避 个 模型 : 
[6 
BA CX, Em le] 210, 便 考 卡 与 之 相应 的 那些 顶点 
DE Xt, EK, a" C X", ALLO AM SI FAIRE RU Br 

有 顶点: 


Ps) = fy, 0, y(2, ©), oy yh, Y, 


” 让 个 集合 ; 四 个 点 租 席 ， 是 因为 能 要 而 添加 进来 的 。 按 照 这 个 


办 法 ,做 完 所 有 的 点 xE X 275 SOAR RA YE 了 ,同样 自 这 
ESAE NERIS e e X 19) AE 
取 AUX UX, a 


KEETE ERE ER ERIM ERIE INT 


wo, ` pbg meme 


Y' =Y" U YY (v). 
由 X", Y! 及 联接 的 弧 所 构成 的 偶 响 , 确 具 所 提出 的 条 件 ， 内 
X OC, Y, 厂 ) 作 为 其 部 分 子 图 。 
， 于 此 , 佑 须 注意 /| = |Y']. 
“2。 据 推理 ,在 新 如 上 ,可 将 六 "在 六 里 卫 对 ;每 一 点 人 ?EX1， 


EL Pel 一 mr 的 ,在 了 里 有 一 点 与 之 对 应 , MM ot CY, di 


Hi|=% 的 ,在 下 ! 里 有 一 点 与 之 对 应 ;因而 在 图 (X1, Fi, D) 
上 存在 一 个 对 集 , 怡 好 使 用 所 有 这 样 的 顶点 。 
推理 4 FAX, Y, WERE 
menmex(|Pa! , Ty € X, g€ Y). 

窝 证 这 个 推理 , 须 证 能 用 .m 种 不 同 的 颜色 , V eC BRL 
使 每 二 邻 弧 ,具有 不 同 的 颜色 。 用 第 一 种 颜色 , 涂 染 使 用 牛 奖 为 % 
的 一 切 硕 点 那个 对 柴 所 有 的 紧 ; 然 后 用 第 二 种 凑 色 , 涂 染 使 用 所 余 
加 里 宇 次 最 大 那些 优点 的 对 集 所 有 的 玫 , 等 等 。 根 据 上 一 推理 ,这 
些 对 集 都 存在 , 且 每 做 一 次 , 图 的 极 大 人 牛 次 焉 少 一 个 单位 。 因 此 ， 
Jim PARE, EDR SER CX, Y , DS. 


(3) 拉丁 方形 .上 面 的 推理 4 在 术 拉 (Euler) 首创 的 拉 了 方形 理 葵 
BANER. BRE Dny n FERETE AEE YoY ns 
使 在 问 一行 与 同一 列 内 ， 滩 有 相同 的 字 二 ， BAERT n MERTI 
r 形 。 为 了 制 疡 一 个 由 字母 构成 的 长 方形 ， 是否 

能 为 某 一 拉丁 方 形 的 一 部 分 ， 可 以 使 用 下 面 的 
定理 : 

RT EST pro 的 长 方形 MUR yn 

Rogue vs Hd Gia IRRE 


Tae ORAN # 


2 
* 
. 


” 


‘ST BA Je Be 101 


4 条件 是 必要 的 : 识 站 是 在 了 的 第 ; 行 里 滚 有 出 现 的 那 nq 个 字母 
的 集合 , FEE m'G) 为 字母 ? AE TL, TA, ce, Tp eae BE He 
METEEN m'a) no LA 
mui -p-m')mp-ntg. 
_ 2” 条 件 是 充分 多 :事实 上 ; M Padl, 2, Phy YU Yor yo 
RES Ti ah, Eee OP, Y, DTH H 


T 
m 
M 


RARA PTE RHODE IAF ng AIR, 混在 便 可 
Hung PE TAMU HES E PAR, HER, KERRE 
一 列 RACIRE P UR, LUTON, du, dd 
px BGG T, SRI oi 了 一 (tn) n. 三 仍 满足 定理 的 条 件 ; 现 在 
AEST UE UR UE OS, 


27 heb rR 
ERARE = (X,Y, 15, E 
ömmar [A] ~{PA}) 


称 为 图 从 的 欠 数 。 . 
WA ASAB- LPS | 00) , KERA- ER t v 


Rind: WER X TE VNU i ACA ARE à 0, Bete 
REDS PGS, BERE EE EE A SEE DRE RASE 


WEI MS. ERA O- OXF Bee 
OCX UY , RARI, 1 E27] MEMEO R, HG 
PONTE, Lak SHR. ETENEE AN 
Th: 

ER? EBAG- UV, DS TR CRE eR 
pa E, CUI E CORTE A BLUR 

“事实 上 , 取 BOX A, 有 


102 Hie GER BON AC 
KB LX | -maş Aj- PA) 


—min( Xi—iA| ITAD 


acx 


=min(|B + F(X-8))), 
和 集合 BU ra- BEANE, TS-E Pee M ER 
XE, BTE Re. 
定理 3 BF G-X,Y, 总 的 内 因数 是 a(G) —,Y |--À,, 
HERE E30 e FUTTER SAME S= (CH UT) -O B3 — 
FRERE ET, SEPA FT WEE E de S 内 1; 反之 ,车 日 是 一 
TAAR RER RTE. 因此， 
a(@) —max|#| =maxi A |+ iY ~:¢|) 


={X1+]P min, 
AT |F] GAL 60) = [Y +80, 

GEI JE ERG in" DON S —donctXx d xk. EAM, MA 
dem (y/y> z) SORA 2 的 后 继 元 素 集合 ( 见 第 2 300, MAMAS ms 5 o. 
GER 23. 也 不 a> t ARRERA X, Y, DN 

Ar—Iz, STE X, 
d= OG, KLEY. 
XR 3 BUA: RAE TERA RAR RA AM 


可 注意 的 是 这 一 类 前; 可 以 挫 广 到 任何 图 上 中 。 


”外 Xin Or, PEER EREI, À, 4) SORE NUE 
SEF ZEAE AR LM Cm Gs nt Be Bayo. 
39 ERED RL Ay HRA WH LAH ty AEE TTR is 
DLE 


EON 
LE C- (n) IEC dh A, BRR TLS 同样， 也 存在 一 个 下 标 eed 
fag HK 
P . 


SW f 0n 


E 
^ 
P 


Pam 
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RENA SIR ACRES SEAR NRK PE, SHER à 
gE RACY ÒM) =A LA, M 
S (ALU Aa) +8 (43 N da) S8 (41) +8 C43). 
事实 上 ， 
AU 4g! + |ANA =|4i] Aal 
[PUA |H PALM Aa) S PAUPAS + A: NT A] 
一 [Pd 二 4 
Bl AGERET WEES 
RIB Wes (4/500 à), BE 


BU SOR TS 
ou: 
Ay, HE CA, ARE A, AN ADE A, 
事实 上 , 若 Ay, AE, HEB, 有 
Ò (AU As) 上 SC N Aa) (Ay) + 8 (Aa) = 230, 

48 ô (AU Aa) 与 8 (AN Ad 二 者 都 不 能 超过 do BGA 
3(A U Aa) =S (A; D Aa) = 8, BERE 

引 现 8 458.0, MER Ay Er A eer HEAR, 

ERA RE, Ao Sb AR di oo ie RE HCNI — STE, 
AES; E EIN: M 

Bo— 8 (45) =8(B) -0, 

BARUR à >0 AGE, 

定 现 4 GER MR, Künig-Ors) MAIRIE, KR 


Li PCR CET 
RR Urs, FARIA C HEL 
P ER QC, T) BARRE Se oin noni iino E LATE 
36 BARA THA s, MRE 2, à 
Isl [| -iC| - X|- LX maze 4| - 1441 


imax( 4|—)44]), 
. aud] D 


104 BU RHA xb di 
BREA TEE |X| 79. 


HO, MEMELI GREER AIM). HOHE 60>0, 且 
考察 所 有 3 (A) — 9, 那些 集合 À 的 交集 Lo EE), 

19 着 自愿 图 去 掉 一 点 和 多 4 其 从 数 不 变 。 事 实 上 ,新 图 的 从 
JE 05s0o; 但 新 图 合 有 集合 dy, dE CA) — Bo, Me 9 Bo. 

2 车 自 原 图 去 控 一 点 mE Ao, 划 图 的 欠 数 怡 焉 少 一 个 单位 。 
事实 上 ,所 有 8 人 二 5 的 集合 A ABAR do HAW BER c 
因而 集合 Ab = Ay — (s) 满足 

845) =} Ay| -1— P4; 0o - | Ao; — LP Ao] 


BA T'AS zP dol. 
但 因 AC Ado, 也 有 机 及 的 不 等 式 , 故 
LCS] =|7'4o|; 


E273 

8649 = | 40] - [TA] = CL49 73) = | 4o] 89-1, 
Bl 93, KREMT b=. 

8。 由 以 上 结果 ,可 以 鹤 出 , 自 六 法 控 若 于 个 顶点 ,得 一 和 =0 
的 图 ,序章 使 X 能 在 Y HUND, Oo 实 序 所 要 去 掉 的 硕 点 的 极 小 个 
Ro RAKE. 

PEER PEN) GE UBISUE, RAR AT HERI BUD, 


SRR, 将 用 来 建立 一 个 新 的 法 则 , 以 确定 极 大 对 集 ; 
在 图 的 理论 上 , 这 个 法 则 , 较 之 确定 极 大 流 的 法 区 更 有 意义 ; 这 个 
ENRE FRAR (U Ergévary) [ 与 柯 恩 (Kuhn) [5] 的 研 
究 , 一 般 称 之 为 “ 何 牙 利 法 期”。 ' 
28 FA 
现在 来 研究 偶 图 ( 卫 , Y, D) RRS WR 


ve 


CMS aid LES 


路 tay LB M | 108 
HEAR OU RU PARED ;假定 对 第 W HEAL, Eh 


320 — ARE R40 

ps, BET GURIUS MURS $ 
defit A WCW, 用 aw RER 
Ej wife MARS ARE LA RE e Me s 
HY Sei Ce AS AS 
A, W RA — JERAI A HL GE 
BALA 

于 是 有 

定理 5 以 下 各 条 件 是 等 给 的 : 


@ Re x, r, Df 
RORY DIT SPIES 


aa See 
i RENE 

D2), RFF AREE Uo, ERT EEA 
AL AIXHE We (W —Uo) U (US WG? A — R38 BRB 
大 相连。 

D8), CF, 4) E Pt W 的 每 一 条 路 , 沟 对 应 于 
连接 两 个 非 包 和 点 oE X15 CY ARE, 

(3)-9 00, dE AW Nae MER DL, EW — AW - 星 的 点 
MBL AW oA * iti WCW aw (BRED Wt Ef 
W- 的 路 ) ,这 便 及 十 了 (4) 。 


104 


X: 


A 


TER Lo H yo TRI: 
SETS ARE. 


fs 


TEX. Bo PRAIA 
Ba wer ESRE-. 


Bus 


Bb 104 


第 10 章 -LE E 
O20). ERNE MX, Y , PER Be) PUR K 
MMRR- A -RREA Ea XO, i 
以 十 的 那些 粗 缉 所 有 将 点 的 第 合 才 尽 二 ， 
FR do Lo, Yor X EET AME PRA 


% 2 ^ 


zo PRCA: CETUR 
€ F+ 原 已 施 上 +o 


TRA. mo yc 都 记 和 :这 

EFM, BEB, AB 

BARA w+) ET 
GEL) 


图 10-4 OUR, WERTE, ATYRE nE- 
Sr He, yo} lit X7 UY * RP ARE, 

据 完 尼 希 定理 ， 对 于 任 一 对 第 OW" SIE BOSCO, Bof 
]W'| « |O"| , 但 在 此 已 有 | 人 Yi= |O | , 故 对 第 W HER, Ra C 


TRARY XE Tet D ENTRER, 
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站 已 没有 任何 项 虑 再 能 在 了 里 配对 时 , 便 得 一 完备 的 对 策 矶 ， 

PEW, AHTRA W GE fa W 揭 路 (不 同 的 方法 ,已 在 
第 7 章 里 指出 ) ,车 存在 一 条 这 样 的 路 , 便 将 对 梨 W ANE TV’, 
这 个 对 第 比 原 对 策 多 一 条 弧 , 然 后 再 重复 上 面 的 做 法 。 

若 不在 在 这 样 的 路 , 克 便 已 极 大 。 

作 极 小 负荷 集 法 则 按照- 上 面 的 做 法 ， 确定 一 个 BAM SE 
w. 

EAX, YT) E ÂW REL +, W — ÂW E 
OUI ~ RD — IAA MAY ACL, ARE DL AIERT, 
便 构成 一 个 极 小 负荷 集 C. 

可 注意 的 是 ， 用 这 种 方法 ， 同 时 也 就 作出 了 一 个 极 大 内 固 和 
Rh). 


29 ARRET 


以 上 某 些 辕 果 , 可 以 推 1 到 区 域 有 限 的 惕 图 上 来 。 
定理 6 TERA BE X, F,DE MAR. 


ART wrest, 
4 HC BRD RS DS REIT CGS 8:90 , RCE RE RARE TL 
证 期 。 
定理 7 niodo Y, oHG 


mi - Pap. i 
PRS . 
这 个 定理 , 可 以 使 用 族 
wl = (A; A, <0; 8(4) = do} : 
Fe Lo EB HEAR ARLES (RATER A BAR | 


108 RR MEHIA 


个 at HS BEI, 
定理 8 ARRAN EME: 
memexiilat, |I y] ee X, g€ Y). 
MELLE NN 
DER. 

最 后 ,提出 一 个 重要 的 定理 ， 这 个 定理 以 各 各 不同 的 形式 由 
于 许多 不 同 的 同 题 中 , 唯 在 无 限 图 , 才 值 得 加 以 证 朋 。 

REAR (Bernstein) 定理 -TEREE (X, F, I} 
BARRE AE AR PAIE NN, RP YAX RNW, 
BIRR IR WC UP HEN ART ERR 

Bt o 为 使 每 一 点 zE X WFO VE F Mile, D CW M 

BARBS © aE VEY 对 应 于 页 点 2E 六 而 (2, 9) CW at 
MOR, EUR 4 一 五 一 sz 了， 同时 用 .x7 一 436E 了 表示 满足 下 二 


条 件 的 A FPE: 
[eu ADA 
(2) TTA) À 


图 105 


O PRATT OE IPAE SFA AE ELA Borgo) 1 得 :省 
PSNR TIBIA, HL PAT, URE RE A PRE 
b- mp (A -FGD), d / 
po 


5 aN ibo 
Bi X € A, Ra RER AIR S=p Ma hi 


SDA, . 
T8) o4 cC re Aic 4 S. 
te ie i 


" 
4 BSE of, RE, AU cto S) 一 So ACT ov, À 
RAN 
ro) C r(o8) C AU vo S = So, 
FE SPS AME), 但 另 一 方面 
So= AUT oS) CAUS =8, 


故 最 后 有 
AUrloS) =s. 
SERA RAE FRAO, y) adi Or Wat 
í = 若 zES， 
4 y= ox 


gere Hoes, 
为 了 证 明 这 就 是 X 在 Y HAIE, RARE, HR 
0S= 了 了 时 ,能 有 
t(¥-T)=X-8 
a. 
RSR FE AR Ro f, i nd 
2% — T) «3Y AT - rY — (AU vo) 
一 TS 


p 


RARE 


TAL) FLA BERAK -TERR i X Y ERÉMNER 
GREATER. REM cc X, ARI (oy Vo 与 (zy go . 其 授 
MORIA m FE Pe s Yah OPEREI — y € VBA APA LEUR 
$ 投影 到 y。 


oe Ae 


BX, Y, T) REM, Ax Pie ARE- 有 图 10-5 那 . 
个 曲直 的 一 个 点 。 
但 另 一 大 面 ,有 
ITz|=2 Gee Xy, 
DUg|-2 (yE Y), 
由 定理 6, HEX de Y HY qe X Sn 
对 。 政 按 只 忠 斯 得 因 定理 ,存在 一 个 对 集 分、 
HR X 和 了 的 顶点 ;因而 存在 复线 的 一 个 
x UD GEBUBUHEUSI CHA) A FER 
. 图 106 FEF RE NR. EE BE 
一 点 。 PORTERA - -个 极为 美妙 的 看 在 定理 * 也 就 得 到 了 证 明 。 


w 
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Bir 
pi pbi 


ÉPICES fom Py 


#>0 fn, j'€n), 

Ẹri 1 (m. 

Beal (an), 
SUES PEAR TR LS Sh BR LE , Zea ES RE 
中 起 重要 作用 ( 见 [也 . T.F. M.] 第 8 #2): Zn & ERG. Birkhoff) 
码 ] 指 出 这 种 短 障 的 某 些 主要 性 质 , 可 自 寇 尼 希 - 堆 尔 定理 推 灶 。 


+) sn MES FEM EREMO 


ER Le ot ` a 
AO ERE — (0,2, 0) Hse, 取 
Ti- (ja; #0}, 
fo [ERU T — MAW, N, D. 
行 烈 式 展开 式 中 各 项 是 
ajapo, 
要 这些 项 都 为 震 , 须 不 存在 集合 N de N KRUR REC d 
尔 定理 ,其 充分 和 必要 条 件 , 是 在 在 一 个 集合 ICN, E 
] TD. 
Bb, APTI AN A B 
Hx a- |I] +1) 
MERO E ERRAT ABC, 
zu 10 3i P= g?) ANNE, ERT ARRA 


pou BERTRAND RER, P HART 
FHM R= (ri), S= (5), Te GD 
EBM O, dupl 10-7. 所 示 。 途 有 

pa Hs-n-p+i . 
于 是 
FP ~ apti 

1 

SCARE 670 HIE. ， 

ER BREA HB, 
BirkhoŸ-Von Neumann) SEA APE 
个 重心 。 

RER, RARER PA RG, GHEE EE 
EMAI Pa, Pay, Pe GORA — TERA 1, 其 他 元 素 


ua ` . mou mmu 
EH 0), BBE ay Pay ory Ao 满足 : 


tay Pay 0 

各 十 和) 十 … 十 所 一 工 ， 

PhP bgp bent pe, j 
: HEM P- PALA. HARE Se Bm |}, 
F  Babay--ay 40, Armin fay, eb at), JAP. BERDEA | 
Chay da, +> sin) BREE RUER 

P-P +R, 

短 际 下 的 需 元 素 多 于 PE Roy MRA MAE, EIEE, 
TRUE FERES ER BR; 最 后 避 得 

P= Patha Pat Mbt E, 
Lt RTARTA. AT R—0 GEER, 将 有 4>0， 
使 4B 成 为 双 随 机 乱弹 ， 坝 其 行 刻 式 各 项 均 为 雳 ， 这 和 定理 1038 Y 
3. BEA 


PLE Ya rb. ` 
ROC REREBS T E HER, 
Fic, APES BEN mae TE, ARR ER 
i BER ae RE ARE RATER 


Pome 


Sie 因 Žž 


31 eum SAS 
EE (X, D B, RE n [en 2e, os 2] 超过 路 的 每 一 全 
ARERR, AERAN 同样 ,车 可 路 
B= ro, 23, n TMB 2e HR, ASK SS 


路 是 哈密 尔 屯 回路 。 
一 个 已 葵 的 图 , 汪 靳 其 是 否 只 有 哈密 尔 顿 路 或 回路 , 常 是 很 重 
EAN. 


TAI 环 欧 世界 的 天 合 旅 泛 GARE Hamilton) mtr EDU 
20 PST a, b.e, e 6 TARR, RDA SUR CUNT 
TR 012 PE DERI, 20 TEL SUR, 现在 要 求 沿 十 一 面体 的 边 走 直 每 
AAKER A RADER HRS. 这 个 问题 委 精 为 寻求 图 1I LE 
HDR A PER AE 

REE MI, Bobs. 当 -- 个 
RAT BAA GE E METIER 
SEAR 选取 右面 的 那 条 演 * 这 样 汐 动作 记 以 0; 38 
REAM, DRE PRE GRUER 
JE T SRE Ban, GE DORA PRE) 
RBG 是 一 种 动作 , 先 向 右 走 , 后 向 左 走 ; GGD 
ROD 是 一 个 动作 , WAGER PURE, S 
等 。 两 个 动作 ， 自 癌 - -Me He, 4 Ld 


.点 * 则 这 瑰 个 动作 称 为 相等 。 这 样 的 乘积 不 芯 易 (例如 GD) , (inr EE 


PRAM D=] 
BR LERE THEA: 


GDG = LED, 


E 


3 
E 


hte ed 


wie gm TC 


pr 


DED=6, 
Eng =D, 
St 
1= DPD) (GPG) Bt = (GDa)a 
-[G(GD'G) DP = (G2 D'GD)2o 
= [GG RG) D GDJi- [GSD»GDGD B 
2GGGDDDGDGDGGGUDDDGDGD., 

这 个 序列 , 共 含 20 ERE, BREE RE FABAS T 1: A IE 
{EAS ARE, BNET RE, 可 得 另 一 回路 , 而 一 个 简 
单 的 理由 ,指出 不 再 存在 其 他 的 回路 。 

^ 须 注 意 的 , 旅行 考 可 在 标 出 的 回路 上 ， 从 不 同 的 点 开始 他 的 旅行 。 哈 密 
尔 量 奖 定 了 行程 的 前 五 个 城市 ， 警 奶 取 a, b, cy d, 6 保持 这 种 放行 自 DED 
开始 ,因而 得 到 4 个 解答 : 

DGDGDGGGDDDGDGDGGGDD， 
DGDGGGDDDGDGDGGGDDDG, 
DGDGDDDGGGDGDGDDDGGG, 
DGDDDGGGDGDGDDDGGGDG, 

[02] FEMMES CELA, 不 再 要 求 回 到 原 “ 

” RA, MARRE ER AAN: MEDEA IRA IE-1 EXPAMIAS 
EREM. 

: Fb SH D FERS REIT, 交换 也 与 G, 可 以 推 得 其 他 所 “ 
AVS RE 


DDDGDGDGGGDDDGDGDG 

DGDGGGDDDGDGDGGGDD DGDDDGGGDGDDDGGGDG 
DGGGDDDGDGDGGGDDDG DGDGGDDDGDGGGDDGDG 
DDDGGGDGDGDDDGGGDG 

DbGDDDGGGDGDGDDDGGG 7 
DGDGDDDGGGDGDGDDDG | DDDGDDGDGDGDGGDGGG 
bbGDGbGGGDDDGDGDGG DDDGGDGDDDGGGDGDGD 
DGDGDGGGDDDGDGDGGG DDDGDDGDGDGGGDDDGD 


e 


ae 


y 


D EET E 


. DGGE DEDEDDNGECADENG - 
'"DDGGGDGDGDDDGGGDGI DGDGDGGGDDDEDGGDDD 
DGGGDGDGGDDGDOGDDDG 
DDbaGGDGDGDGDDGDDU . 
DGDDDGGGDGDGDbUGDnD DDIM;DDGDGDGDGGGDDD 
DGDGGGDDGDGGDDDGDG DGDGDDDGGGDDGDGGGD 
DGGGDGDDGGGDDDGDGD 
» DDDGEG DEDG DEDDDEGE 
DEGGE DG DEG DD DG LEGGY DGGGDGDDDGGDGDGGGD 
naGGbGDDDGGGDGDhpoc 
ETAPE eb , 
(73) RALENTIR CLE AU LR ER ARTE 
PER TOFS ELL K, ERG AER BR 
PEN TT ES Ted 0 其 由 车 名 的 有 元 
B» MBO (de Moivre), 范 德 东 这 德 (Vandermonde; 等 。 为 了 解决 这 个 问 
题 ,所 使 用 的 方法 非常 多 ， 于 此 , 厅 您 输出 所 有 的 解答 , 现 将 一 种 在 实践 中 以 
HERO, ASS LARA, BAT age NÉE IAE 
PRET CELL AER 
另 一 种 方法 , 是 在 中 个 棋盘 |: RUSE, GEE RE 
JUN RAR RRL (1-2), KARR, BARRAR 
性 ,组 不 能 推广 要 一 般 的 图 上 。 对 这 些 解 态 到 兴 二 的 沪 考 可 大 看 FC，[6]。 


图 u- 


在 运筹 学 里 ,一 条 哈 害 尔 顿 路 的 矿 定 ,是 解决 很 多 安排 冉 题 的 


IPUBEY TTT LT 


open geen apg TS 


Br Huse + 


SE UT RER, ACE FETS SERE 
SOMATA m, Say oic, FORES MUR o, 之 前 完成 zi 毫 无 报 
KARR Gs v0, 欲求 的 安排 ,一 般 便 用 图 上 一 条 哈密 尔 顿 路 来 


Cem. 


[RA SEREG, Jehun AÉRIENNE n a 
书籍, 总 兴 使 用 两 部 机 种 Del, BRTH RE AERE 
Ff a EET TX HERG BEKI, 自然 组 在 装订 之 前 ,因此 ， 
装订 机 出 于 等 待 , 可 能 耗费 ~ BEAL FONE PAS, PPE SCRE, FRERE THER 
Erg 

BAAR ERR MUS SEL, 基 没 有 损失 的 。 一 个 最 优 
安排 ， 由 MED Ciy tay o, 10, BE DEEPER ri tay oy 5 来 确 
证。 但 另 一 方面 ;可 以 评 明 "在 其 一 个 研 传 安 振 里 ; 因 

min {ayy 6j) anita, B), 
ROME TE OZA. 

每 当 这 个 不 等 式 贞 现时 ， 恒 作 引 fs p c 在 所 得 天 的 图 上 ERR 

ERER EA ROME 06 RER RM RENE, 


ERI ARD BEE 


E p= [ei 25 Qa 
FA: 再 届 是 一 个 还 去 用 到 的 项 点 。 EEEE Em 
Un Los, Gas ++, Ge, ©, Gras [MIN 

BEE ARATE, ORK ER Lape 
LR 


(a 2) EU, (2,0, EU, 
AD eksp, 将 有 
(m. BY EU = (e, avo EU (Gea, 2) CU, 
ER po le, a, s. a] 不 存在 ， 将 有 (es, m EU， 因而 
Ke EU, 而 路 p= Les, aa, 0, 05, 四] 存在 。 这 是 矛盾 。 


82 Fa ae 117 
AXE, M—F ARR EBER. 
根据 这 个 糙 论 , 可 以 推 得 , BEER RRS IMA, 使 每 

个 人 胜 过 其 下 一 人 。 

为 了 在 更 一 般 的 情况 下 ,确定 哈密 尔 顿 路 的 存在 , 须 引 用 运 琅 

PE ALF T. | 


32 因子 的 确定 
AX, 站 的 部 分 图 CX, B), 305; VR BS A 4p 5 PUE 


^ GENET OL, 即 这 个 部 分 图 称 为 原 图 的 一 个 因子 。 一 条 哈 害 尔 顿 回 - 


路 是 一 个 因子 ,其 迁 草 不 芙 , 因 一 个 因子 可 能 由 很 多 个 不 辕 的 回路 
构成 。 

ES? BO DURE LEME DH Ba 
— SCX, Sis ITS], 

3ESC E, EERE ER TR RM ERY, Y T) 
HOLL X fe X 上 了 配对。 

推理 m, TRIS M x, 均 具 狂 质 [Tsi = | Te] 


=m, EUER m À ERZE Was Wa, Ws, 


WERK, X, D) RM [Toi m, |De =m, 据 
SJ A-BAT, HA de X BRUN RUE YT Wis ot 
ERU FARHAD We FRERE ph E A e Bd DP RHE 
了 Wy, BE, 


因子 的 寻求 ， 是 一 件 很 容易 的 事 ， 因 为 这 是 一 个 极 天 流 的 并 


D gtk MUAH He (Dirac) : GUN FEARED RETRO, D 
ASP ARS WHA oe XA IPs À UTR AR 
Bo 


wae i D, 


4 
E 
3 
E 
3 


ne ^ MUR 因 F 


T; 为 了 确定 一 条 哈密 尔 顿 回路 ,方法 之 一 是 好 求 图 的 所 有 因子 ， 
然后 保留 只 有 一 条 右 路 的 那些 因子 。 以 下 则 试图 将 一 个 因子 的 不 
I SERA EU, 


1] SBA SETURL BAY TRISTE, ERR — eR 

ERA. WT BEER at AR E 
BTR 11-3 HR Ger in 
以 a DDR — AIR Be pL b 的 构成 
SBR, 2). AT ROBE 


$5, 恒 可 将 这 两 条 回路 接合 起 来 。 因 上 比 ， 
EUR "a" "0" LE ENF BLS 
EUG eue , PE EPA DURE 
合 :等 等 。 不同 的 可 能 的 接合 ,由 图 11- 
图 的 那个 辅助 图 夫 孙 出 来 ; 这 个 糖 助 图 , 取 
[8,0], [es 区 等 作为 它 的 边 ' 它 很 明显 地 包含 一 条 哈密 尔 幅 路 apbca4deBy 
按照 这 个 顺序 , 连 术 接合 不 同 的 回路 , DETTES 


HE RCO RE, $ TA 
d 
e 


ELE RE SIE Ae 


. RMR ; RF a LX, 


T), SERA T RUE Se R BAA 
E A ET EL D . 7" ona 

1° JR RUE DICTUS: 

2" 图 的 条 一 顶点 , 均 在 分 解 的 某 一 路 上 。 

在 分 解 的 所 有 的 路 中 ,要 区 别 出 那 些 是 初 航 回路 ,这 些 回路 必 
Dl at= [a$, af, +, a} ab]; 那些 是 初 胡 路 (长 度 20), ROSE 
B Bre (bs, bi, +, Dil; 那些 是 形 如 y*= (I) 的 长 度 为 1 的 路 。 
BARRER d NABI Aids ATP 表示 路 8" MARNE 


AARO SRE OR RRR 


HOA RIS REPÉRER 


ra 


IN 


nat) =0, 


nf) 一 工 
n(y*) = 1 E 
ZR od (al, of, e; BY, BP, s yh. y^ ol UOS 
nu) Xin) + Da) + Bar, 
一 个 因子 便 是 一 个 值 为 0 的 和 分解 。 现 在 要 求 找 出 一 个 已 知 图 
所 有 分 解 的 极 小 值 。 
定理 3 EAX, D) B ZR BU MEAS T REA EB ERAI, Bp 


= max(]S]— ITS), . 
WEEE — (8,83; B Bes WP), 
FER X 的 两 个 模型 三 与 XY, ei RS OX, X, D) ros EE 
M aC Paul BE Pa, 
“在 但 图 里 ,对 应 于 回路 o BAR, LLLA! | AR I MT 
路 B 的 是 一 个 对 策 , 具 |B’| 一 4 RM, RAAE, 构成 一 个 


XE W , SCRI AREE 


[Wie Bla + E(B-D. 
RA 
n=Zl4 exse xin 
SA +S BD +AA) 
=|W tM), 
RES W 与 分 解 的 这 种 对 应 是 1- 工 的 ; 应 用 第 10 章 定理 4， 
BR ` 
minA(s) =n—max|W | =n— (n— 60) 一 Do 
EL EE RI EUH AL et, 
(显然 ) 
ELE 


LL 


12 i | s sue 子 
《显然 ) 
A3 HR, TORE 
a CRE 
GEO 
ERA ERU INR Re REE 


BIBRA ENS 
DARE ON ARD. 


(显然 ) 


[A2] 研究 图 11 怀 的 那个 再， SORE eg UR GSA 
同方 法 ) 。 - o 
T AOX, DESEE 39 PR MB Ze ED) ; 为 了 确定 这 条 i 
Hn THERI PETS: RHA each Den. (RARE 
eadeb 


a i a E 4 . 
be b 
x E px 
e e 1 e - 
| E 
| a 
Y Le og 
图 115 图 116 


2° PACK, DERRE Gh FA Db SARE), TER 
yor max (S| = [PS1 = {b} -r0 =, 


RER 4, PENRI PEH A 11-0 DRE NA (X, X, T) 的 极 大 对 r 
3 HRT (GEM KEH adeh, 
9? ACN, 站 是 传递 的 ,这 就 是 讼 
' Ely, yerr zerr, 1 
因而 在 -条 哈密 尔 巾 路 里 , 速 秆 呈 点 的 外 第 次 还 步 F 降 ,各 本 的 外 企 欢 是 ' 
|a! —3, |P5| «0, qIc| -1, Fd] =2, [Te] =4, 
由 是 得 路 adeb, 


83 A Bo eR ae . . 121 


33 REARS 
Bi WOCHE m SR, 
作 一 部 分 图 ， HEMMER, HACK, BCX, 用 mt4, BR 
BAB BME, 
定理 和 ERAO, T LASER ris) ate) (REF 2€ X), d£ 
ne fan =ria), [anxii (H 
是 


PENGON HERES Zs) (SEX), 

事实 上 , Kb (2) HR, 图 11-7 RP eee, AT 
BAH, 1: FS) dis) 对 一 二 xx 
SEX HEW. 

Werte) =se) =1, 便 得 国 子 
的 存在 条 件 ; SFR a= X, 则 得 
PRE, 

SUCI SRRA, DUR 
点 的 两 个 分 划 (Ay, day. Ap) BEI 
SU, Bay oo, BO MO tay tay tts Tys Sya Se, ta 85 HEE 
MAREE, 2,14 
Biten idees (ep, acyl 


E Hae 
a à Ty Ba, 
Q mX—A, HS Es En 


Get A, FCO, 9, gh AcL) A Balle). 


s acids et HUS we utei 


Moli bad cyst a TR aba croce t aa 


关于 图 11-8 Baie BS et ee S=TUAL BUS 
中 了 ct 2, +, pb, JOU, 2, oy gh, ACK, BOX, 有 
URI . 
MRE — DIE LAT HU VI, y 
很 明显 这 个 条 件 就 是 2) 。 
3772 WX, D) Pag Wit o, 考察 整数 rie), (m, 


st), E (m), 其 中 Osr(z) <r! (æ), OSs (£) «v "iz; ART 
NT 4) AE (a) c dni cr Ce) ea) c |A < 
的 必要 和 充分 条 件 是 
| Q mnX-4, Bie Yr Bal, 
® mQr-A Bt Swe Pre), 
ÆA 11-7 BSL, HR crie), n0), £0, 1), ie), > 
00] MERRER, EIA NERKI LENTE 
个 流 郎 足 。 引 用 第 5 章 定理 2: 
(Up bU (€x). 
fé S=AUB, 其 中 ACK, BCX, 使 得 (D; T 
UBU (zd U Eh THA (2) 


B-4 


称 为 点 的 离 距 。 


$8 123€ 图 的 中 心 


34 p dq 


RA, DE-A ARRIR); ASTE r y, En SI 
JS ERES JE EDS B 2 到 9 RARE d(o, y). 
Bony, Ex dés, e) =0 ye Po, Rx 
de, y) =s0, 
定理 die, HUE 
@ dis, 2) =0, 
ey de, y) diy, Ddi, 2), 
此 外 , 考 图 是 对 称 了 的 ， 3 


(8 din, y) =dy, e. 

MAE BHI, BANK, WMI, y), 因 其 满足 D, 
(2), (3), RRR EK, 

数 
ete) =max d(e, y) 


FABER) RTH, REPARERA, 是 8 的 一 个 
中 心 , 具 极 大 次 距 的 点 , 是 图 的 辕 点 。 一 个 图 可 能 有 许多 中 心 ,也 
TERARI, 


TAT) 图 12-1 BEN, RRA EER (1870), 
| Ft SPP Pah, CTE AER, ARBRE 
AKERE GAES) CRAPA MEC REKT 2) MORE QS 
JEXIRUEBEHM E ORRIN EF, 


12 MEE 图 的 g 中 心 


图 121 A 
35 # E 
BAIE us BORE ere) HR RRA HONE p, 
HER t 


p=min e(z), 


者 图 没有 中 心 , 取 o oo, 
定理 % ESTER (X, D) WR |X| =n, max |a] 


dog (ap M i 

dep — . 

oc, MARNE poc. 这 表示 图 有 一 个 中 心 mo。 
那些 顶点 , À oo 到 这 些 顶 点 的 莽 此 等 于 工 的 , 其 个 数 cp; UE 
点 , 自 ze BISECHS E ENGEGE ET 2 的 ,其 个 数 p ER ER 


nlp tt | 


pe 


X 
a(p—-l)+1ap, 


tha, 


C Eg DP, 故 


log (np —- 1) < (p+ Dog p, 
DE: SD 可 推 得 公式 - 
定理 3 车 一 = 个 有 限 图 ( x.) 是 和 


备 的 ( 印 每 一 对 顶点 总 至 


Foel, BERI 

35 071, BR| Ds — {zol | 为 极 大 的 顶点 00 CRI DA 
样 的 点 一 定 存 在 ), BE XE- - IS n TT ele) 
22, HCRFÉÈRE e (00) 一 2, MUR FIN AE m 是 
一 个 中 心 , 及 


27 Po (eo 


p=2, 
PARC RE TE, R el) >2: 将 存在 一 点 
VEz, RBH — RREA 1 PUB © M). 
y, 也 不 能 有 一 条 长 度 为 2 的 路 自 zo IRSE y, 


me ly, ‘ 
再 者 ,车 : Jè Teo {ro} Wk ET RE A — R 
BA 2 088 EE ro EM y) ARC Ty, 由 此 乃 有 
| ze Ly {y}. 
最 后 ,有 
Tao {ro} <Py— fy}, 
Woe Py— iy), dT RICH ELE XR: 
Fr fr) COL y— fo}, 
db, 


Sela 图 的 中 心 
Hy- tH > Pio {s = maxi Pe- {a} |, 


ERTA 
Bn PARRE OC, ID) D A (DIM AT, ES 


mk. Box, 站 是 完备 的 ， e ERR 和 在 图 
(X, D) EHI ACE HRS, E] m 通 到 其 他 顶点 。 
SED SCRE o<0(2) 天 ce ,因而 存在 中 心 。 


DIU BÉRPAEMER, HSE NS NAS IA 
A SL Pede xc 
FAX AAEM ARMA SIMA XE RETIA, v TEE y 时 , 取 
(2, D € U5 于 是 得 一 先 备 图 (X， 丰 ,如 所 两 出 的 那样 (图 12-3) BRIE 
2, FE Ag, 2s PE ty, AE 21 HEAR RE us 
TF RENEE LA. 
FREM AUGER, SR 
法 , 即 当 图 (X D 有 中 心 存在 时 ， Rea se 
中 心 作为 优胜 者 : 子 此 ,图 是 完备 的 ， 中 心 的 存 
在 是 保 十 了 的 ORES), RABIA GERE à 
as PEE, ARAH: 
TER a, BHAT RS ta TL, 可 不 
HS, dS INE? EEA ms MERGEA oa 
”那么 , 他 不 值得 占据 较 末 侯 更 好 的 一 谢 关 ?以 后 将 指明 如 何 对 这 些 因素 作 出 
ERO 。 


巡 , 若 这 个 图 具有 中 心 , 部 取 这 些 中 必 , 作 为 竞赛 的 猜测 优胜 者 。 


m 次 对 抗 的 一 种 竞赛 ,确定 {XY , 卫 ) 的 一 个 部 分 图 RE m e 


t 


第 13 章 严格 连接 图 的 直 和 多 


36 EARP RE Lire 

BR G- Ur, 态 是 一 个 无 环 的 严格 速 接 图, 其 > LEE 
ALCON, ABREU. 也 有 路 到 和 达 这 点 , BCP APN TR 
过 5， 其 一 向 分 , 另 一 向 内 。 一 个 蕊 点 ©, 有 两 个 以 上 的 通过 弧 的 ， 
UHRIEN, 其 他 看 点 期 称 磊 知 点。 一 条 上 路 仅 其 起 点 与 狗 点 是 车 点 
的 称 为 一 枝 。 一 个 无 环 严格 速 接 仅 其 一 个 博 点 的 图 时 做 玫瑰 图 : 
这 种 贸 具 有 极其 简单 的 糙 怕 ， 盖 不 同 的 枝 均 自 这 个 唯一 的 芷 点 出 
发 再 回 到 这 点 。 

一 个 严格 连接 图 9， 若 去 挤 任意 一 条 虹 ， 便 类 去 其 严格 速 搂 


Fe, BURG SARA: BLE SRL Ee 


ACX, dedii A ASANO TA RABAT A, 
称 这 种 做 法 为 收 炉 集 合 A 由 此 可 得 一 个 2- 图 , 在 一 般 情况 , 当 
241, RETR. SRS, ER PE 
(Christie) , P23 (Luce) , jt Macy) 中 。 

定理 1 -ABERAG E EARRA RR 


Eu LES: jeep) &. 事实 上 ,在 相反 的 情况 ， 
将 存在 一 点 oA 及 两 点 6, a'C A IE (e, a), (o, a ED[ 也 可 能 
(e, 2), (à, e) CU, 但 验证 是 一 样 的 ]。 去 掉 这 两 条 张 中 的 一 条 ， 
仍 得 一 严格 过 接 图 , 因而 全 就 不 是 一 个 极 小 连接 图 了 。 
70 HSM PONE, RR] SONU PONE (B. Roy) Eana 
TRE, 我 们 得 昂 基 原稿 > y 图 [ SE TETEE TEA 


138 Ae PHARE 
2° SESE A iocus HR: TR SEA. USE, 这 个 图 
是 严格 速 接 的 ; ei SE AE us RÜSHEHISEDHCR P HEBES SEP 
(X, U-(u AE Pe, 
定理 2 & € 7 TS mE 由 四 第 前 图 的 一 条 


ud —v(6") +4, 

RAR, THORS RA: G RAE, BLE 
路 tw 的 灼 稿 , 仅 去 樟 -- 条 回路 , LOTTE ATE GE IE BRE 
的 极 大 个 数 玻 少 LAGS 6^ APE E He GE aL), Be aT 
v(G) 5 v(G') PETG ROLL CHE 4 HER 9), HIS EMRE 

X33 EG PEER, ADAM TREN 
点 。 

Ut SMB X | > 下 少 存在 一 条 回路 ;车 >(G0 -了 
因 由 一 条 杀机 回路 所 构成 , 故 定理 有 成交。 

车 定理 对 于 骗 数 是 8 一 的 :为 鞭 , BRP eM 
2(@) =k WER 

ARG EER ht TIBE AER: 或 者 它 的 


REE RR RE es 污 3， 这 样 的 一 条 思路 总 存在 , ER 


HER 2 AO ME i pi MEE MES E 
长 度 2 USB LE IEEE GORE pe 相信 的 两 个 顶点 及 六 的 二 
9D. 

收 藉 回 路 pc, HUI ERE G", 3E» (0) k GRRR 
有 了 两 个 非 糙 点 m 与 多 ,其 中 一 点 如 如 m MERE pe DUREE CALE 
EREN., ÆG SOR 100 2-3, UE, MR o ARE SMa 
SRS to. FE GER THERE 加 与 aa。 

-- #6 RTE HB, D A, 


36 ETÈRN DEH LES ibb 
性 。 
SERE PARAH EA POR, 我 们 可 以 去 掉 ` 
EGRIBIME— EE TET RF PARERE, 
HPSS AIRE GARE GM, 其 弧 是 G 
的 枝 。 
G R "HERES IHR aeo, G EENE, Mt 
TEE EIE AMI RSE, ERRE 
dio, yE Xs ory, He ER y AEB, LI 
23b y PAGE, PARAL PH ASO, ELAN ALE AETA, 车 
u AVE o FERRI — A DA, WEEER o ARS FER 2 存在 
ARAE, DUR Qu) 证 所 有 这些: RKAS TIENS pH 
妇 动 于 梢 拉 唐 (Brattoni [1], 
Li ERI HR X baie, EIS BRE à EA y, 
Rice yeu, 
UFE cd Mie. SQ,U Sea UTE v SRE EVE 
Age. 


定理 和 4E A PUR. 


EE CREE EUNT TERES RE 


BERG LATI o PELO PN SOR, BIE 
ATRA RUE BSE — Re HR o Boe A A 
定理 5 o [was tay mu. Byg es m] AE, HI 
Am, ml [ms ++, m] ARR. 
& (显然 ) 
ERG Be MER RE a ARR 
ns Qs. 


BAR voy tt. SORRA y, 故 交 集 非 安 。 
BOE BAEK, v, RFA S lu), HP wE = lay, 


30 Hise PA 


CESR 

de, 9) =p, MAYES, 2), daa, y) =p—1; 同 理 ， 
ds, 9) = p—2, 等 等 。 因此 , oA o 到 y 那个 执 迹 的 一 段 , 按 
"DE, p 本 身 也 是 一 个 轨迹 。 

推理 车 是 一 条 回路 ， 有 


Qswg. 
(BA) 
37 直 Of 
BG RAAR, POR BOSS G 里 最 长 轨迹 
KRE ò 称 为 6 PSI GE ee, Un 
d=max dia, y). 


[A1] 在 图 13-1 H9SE ECTS] PI AER AB nm D) , Dit 
my BUS oL IGI 3, du HEREDI BEL, JE REV BI 

可 注意 的 , 当 a=b, 总 有 ot m29, LENE A, AMET 
lg. 

REAR i<0, 同样 明显 的 是 直径 不 超过 痪 径 , 序 ;入 60。 在 
一 个 代表 其 一 机 构成 员 间 相互 联系 的 图 里 , 因 -~ 件 公文 ,可 能 要 传递 8 次 ; 才 
能 到 达 自 的 地 ,时 的 直径 便 起 很 香 要 的 作用 。 车 丰 许 每 一 个 过 于 人 都 能 对 公 
文 加 工 , 刚 最 方便 的 便 是 选择 一 种 图 ,使 其 直径 尽 可 能 地 人 小。 此 外 , 5 T EE 
济 一 些 , 对 匣 的 个 数 的 极 小 化 一 般 也 起 到 兴起 。 

定理 7 在 一 个 无 环 的 严格 连接 图 里 ,有 ， 


@ nm, 
(2) m<n(n—1), 
(3) | dan-1, 


D jee RER NEA >, — RRE 


PRE EL 


met, pad, ded, m9, p=, 3m4, m=6, o2, 674, 


RA S TX HR OR TER TS ME 
m=8, pai, 0-2. m=6, p=8, 874, me, p=2, 8-8, 


对 称 的 完备 图 
m=6, p=8, 0-4, m=7, p=2, 54, m=20, p-1, 81, 


图 191 


事实 上 ,在 每 一 顶点 上 ,至 少 可 作 一 条 外 癌 过 2 的 张 ; 故 有 (。 

m 最 大 等 于 在 % 个 大 点 中 每 次 取 两 个 的 排列 的 个 数 , A 
(D). WA, ERER, RERA SHIAR ENER, i 
n>d+1, HA (8). 


GE) FAURE, 4ECD 与 (3) 便 有 等 式 ; 对 于 一 个 对 称 的 完备 


age ese Peat 


图 , CHERE, RARE, ER eRe 
再 加 以 改进 。 

PETA ORS TAL, 则 能 加 以 改进 : BEER n, m, ERED, 
(2, BDs US SURES ML, ERIH- -ARBEN Ge OG UD, 
其 | 天 | on, |U =m, KG) =3。 这 种 不 可 能 性 的 产生 ， REESE THE HK 
DE 

因此 ,比较 方便 的 是 对 具 个 顶点 m RRP, siet 
直径 的 下 限 f n, n), EE TRE RE, LIEST: 

(4) Sofim, n), 

ER T m 不 能 县 体 靖 定 ， 但 可 以 充分 远近 ， 这 便 是 建立 下 
定理 的 日 的 。 


BRB Ryn] v= m- n+ PRAT, 为 其 余数 。 取 i 


#6 BECK, Jn, m, T CMBR (D) 
5) 4883 ; 

(85 1«8(m, n) zà«;2n— om, 

BUE, dern mw REC), (OD, GOB, AERE BONUS 
en Or Uti ne 70 7727 

ARR n ABUS on d FCRI o m att Mb, FL 
TRA A PSE A LS REP STL AE, 
RESTEN, ATURE LE MICRON, dedi be REE 
PIER et no PRN WATE 


D Hp ARF Luce) CARRE À 0, m, DST WE), (2), 090, LF 

19 20m, 
Woy Pa D, 3c] X =a, |U| —m, A(G) 25, RENE, ACERS 
ETARE, 4) 3 ir (URN 12-2 45 8 EDS 


e 


5 Wo a 188 
óy—n—»-c-1l—n-im-—n-1)-H122n—'m, 
BORRADE n, 本 将 m- 工 个 非 藉 点 只 可 能 平均 分 配 到 ”个 
BE Ee, Gi dn, m), 
ie KE Britton ERE PEERS 
Tii — ^28 E, ER, Lm Mn PN, M E JE DIE A 
Rio KALE LAUR SR, EER 小 于 5(m, n) 
的 。 可 是 这 样 的 图 殉 存 在 : 象 疼 13-3 HE ER 18-2 的 玫 
琪 图 ;有 相同 的 什 数 和 和 天 数 , 然 其 直径 却 小 一 个 单位 。 


Q 


n-15, m—18, 3-8, p 4. 2-15, m=18, de T, p, 
wow: 图 13-8 


KEE 13-3 ER WR E78 , BEARRA, DERE HEURE 
PS Pel IRAE, JURE KR, 而 其 长 度 是 一 个 >3 的 音效 。 
VIRES, ERRATE SC, n) —1 ditor. HIRED, 
REETAN TART A E: 

1° ALPES me, 7), 

P ORE PHL, 

8° FERR IMR, AE A 
点 。 

RODEUR ISF DS Ge MARS Am A 
OSE RSR ACH A, 大 于 或 等 于 Hoe, ona, 


te deii oR aan a mac vende ine D 


BIS ERRER 


38 iuge 

为 了 更 一 般 起 见 ， KERE pE G= (X, U), GEB S m 
mien ARRU RA m 40 0, MITA, nfin AH 
LICOE pE G RREN TE ci ME RENE TS dr 
与 第 7 LIS a Ga. 表示 第 1 个 行 向 量 ， 
m= (aj, a], c 0 用 表示 第 7 个 刘 向 量 。 

[ait] XE G J—^ I HIC RISE 4 — Cat EE OR 1, fn 14-1 
EUER, TROIE RE n 


^ 


onmocon p 
|Mooonbn x 


5 
1 
9 
4 
1 
o 


ecooce 
SHHOe 5 
mew Ne 


Hon 


MERR ER AB, dO fuk DOCE où 等 于 1, RETA m 
HT, 
B A= (ef) RER 9 AE, JOB 4° = (27) 
The AREARE: SOEBUR — Do MA, 这 个 
p-H8, Haine Y EE Ae I ISO FB 
0 PERA = (of) dra? par Ls eX, D), HSE 
的 获得 , AER 4 的 元 素 ORRAL, TERI SRI D, 这 是 
RREI, MAER I h TREX: 


wn 


B. 


B8 EREMIA 185 
Pu-eX-fs (EX), 


定理 1 RGR, 4 BERR, MARAE RE 


us [FELT a. A a et > SEG 反对 


SEBAR ee 
(显然 ) . 
定理 2 BERT Fane (X,U) SH- a V), m 


Me 
"2? dem, UUV), G cobro ORR TBE 
ei, 
ZEREN AHB ey Rot. 
2 形 如 [may 2. o] R. 
Go DEU, (en 2) EV 

的 不 同 的 路 的 个 数 等 于 oh, MEET ci 走向 mm， 由 一 条 了 的 驯 接 一 
AV RARIOR KSM 


ed t, b3, 
Fst, (a, Dj) BAR a GiB, EEA ATEEN 
AB RRR, 
HL EG R Tr 2 AMIE, EN Poi 
CEMA AO ARE HER, PTH e ORA 
的 不 同 的 路 的 个 数 ， | 


让 138 BUS BMG 

, AE A, 定理 仍 能 成 立 ， 盖 技 前 一 定理 , 0-4 (47 RAR m 
EARR o 长 度 为 了 上 (AD) 一 和 的 路 的 个 数 。 

d He 的 路 的 个 数 

AU duo A 始 存 在 长 的 


EU in dE UU Va 
这 些 精 果 , 充 并 将 Zr 图 上 的 基 些 问题 , RERE RE STE 
就 来 研究 几 个 这 样 的 问题 。 t 


39 X 数 À # 
ARMIS SEES ARIE A, UR Ca 
n SS ThE ESSERE RAUM hi, BSR TERRE 
f FI 在 一 个 完备 且 反 对称 的 图 (X, 0) BW S 


d 的 加 路 的 个 数 。 
+ 
; LAN AUF fei He PD RS 让 一 条 狗 来 就 食 : RAEN 
E TRAER FI BS do, TP AEREN -ERESSE CE IS 种 可 能 之 
EO EBAO U), TE X (ns tar a n) EUST RADR, T n) . 
i €U RRA c ET eo, NL A APA 14-2 TEKRAR 
: HB AER. 
- 031011 
Le 00 1.10 
Er =>" aj 919111 
1092902720 
Le 9 © 1 0 1 7 
^ ld 510106 
* 图 142 


现在 再 来 开始 就 验 ; 全 放 在 多 的 面前 的 
ARR PURE x3, zs 2a, WTB, anise 将 是 Tay BERERE 
Dys tay yy 这 些 点 是 一 条 回路 的 项 志 ， 刚 由 于 先前 那个 哉 验 ， 狗 泡 定 见 的 起 


re 


30 ke MD um 


ROC ÉMIS, FEEN, DAKA 3 MIDI E 00) 
En SRE DORE RE SRR RAR, BEI 6/7 (mw) 作为 


Jae RORSI 

BE 

(ATEO ra 

ain) > 
1 —Àn 

1 D Ent 

FH RA 
Ge SoS EE 

FRABAES LUE PRT AK, MAREL 


定理 3 OR PERWRARE, A= {aj} ERRE 


Ms Bem Xe “ety RE SA À 
数 是 


i NE , ig 
$—4dgn(n- D mol = 3 ao. 


事实 上 ,长 度 为 3 SETAE 
ci- Ixa- 5-9. 


PO FAS — DER R DER fa AL e HOS 9 BE 
才 不 是 一 条 回路 ; miek 3 ARGO FUR ge ico 
$o- Xi wD ~ 二 


4 
可 是 
« ， 1o. 
Se vis et» ian. 


Bis, 
£-qs-Di-2- À PX qn 1) 


resiste eb 


BRR Ls icis Don cine ge a adt 


p 


PARMAR. * 
Imi?) Bx Baa 


mé, nn a4, n=l, ne ne2 
i 
t— 651-1 16441514444) — L (55—45) =5 
12 z 人 - 
TERES 
Lu fama]; Corsa, [za Sss Sas Wl. 


Leur des Tes dede Dra Zan ter Te, 


ME? GRO RIAHE A, y 路 noe thy cns 
35], BAEK ATR ARNT v 5 u<), E Ono, 的 ) 


=a, Eu lys w= 6, Mugs wJ)-v, MER p WEE BE 
By, ROVER Bi ay 的 路 的 个 数 。 

BRM PME 2-0, Be3, y -0 ARR BME 
— MEM, HI d CMD dez SEM, eee a M PENA, 
ATRANE, TEF 

ERA YT ARRERA AMG, GS 20 E o Ey 


县 满足 8 塔 By 的 路 的 个 数 ， HEMT w= SD EER 


S — ard CAP) AT 


来 确定 。 

事实 上 ,长度 为 的 末路 的 个 数 ， 由 对 角 矫 阵 d CA) RE CE 
2), PIE 087 的 路 的 个 数 , dpt GCA) Av BE, 因而 满足 
a Bey 的 路 的 个 数 , MAER 4-4 (A^) «AY 确定 。 

BARE PARA, ET ALS HER RB 
ERWEE, BE k ASR BG a E DU TRE DR 
34 apy AE CHU], (41, [7])。 


o R] ERRER ARD, BURP Kay 4, 


E 
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BEGET RAAE RE 3-48: 031, 130, 022, 220, 121， 对 应 的 拭 隧 起 : 
ALAJA, dd C), d) 4, Pd CP) , Ad CIA, SESE AROR, A 
BRP 3238, 为 了 数 出 这 些 路 , RENA (Hadamard) WMF, FRERE 
Ax B= (dj x M) dii MERE A= (05) 与 B= CD) RR A TA: 


Li sE BaFHAGEÉ Æ M 
[5,5 n b] (01,220 — Sujejafop (4x4 x 4 
(em. 5 5] 190,031 — 3Xapajat Ax Gm* 

[ep By ey eb] 13,022 — eahaf ajay — (Ax Ax 
Ueber] 421, 220 Sok fabaps AtAx A") 
[ey by cy by a] 02,12 Side (Ax 4%) 4 


FEAT SE HEATED LOE RERUM RRE, GABE 
4 的 非 初 极 路 的 个 数 。 


40 4 EH # 


AAR WORSE REALE Os X JURA SA AR IE 
@, 9) CU STA à RE TIRE y i 
所谓 4 优越 于 y, DRE AMI ERNER: à 可 能 是 在 一 
EM BEA y 的 竞赛 者 ;也 可 能 是 一 个 国会 湾 员 ,在 一 灾 
rh URES v 更 有 得 票 的 可 能 ;也 可 能 是 某 一 交 化 帮 团 的 成 
RER RA y, BEEK, 这 里 所 提出 的 问题 , 是 要 
SAE s BD EERE A ERER 
RE LSA, LT LAW, 
LUI PISCER 14-3 PU Bd» CALS, HA oo 
. 向 y 的 弧 ; AR ei y 有 充分 的 影响 ; 这 样 的 图 , 已 在 社会 学 时 ， TE" REESE 
WR- AMTEAR RRB (Moreno) [6)) 。 
在 这 梯 的 问题 里 , 稳 常 所 最 有 影响 的 成 员 , 作为 优胜 者; AA 14 3 的 图 
里 ， 因 乡 可 以 指挥 五 个 成 上 只， 他 上 者 是 一 个 最 有 直接 影响 的 人 , 但 这 五 个 人 本 
PARA RR, RA REA CRIME PRA, EX. 
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三 个 人 本 身 , 风 都 有 很 大 影响 。 由 此 可 见 所 要 研究 的 问题 的 复杂 性 。 


EELEE, IT. 
í 将 图 的 中 心 取 作 优胜 者 、 这 
是 一 个 肖 定 有 权力 的 人 ， RO 4 
B LIBS ANT, ROMA BA 
| ÉCART dE 
| 员 的 权力 mh) WEEKE 
O E ARAE MM 
E ub 数 MELLE A 
取 权 力 o Gs) 极 大 的 那个 成 届 mo 作为 优胜 者 。 
为 了 固定 思 厅 ， 更 在 来 研究 五 个 人 ms tay tay tay to € MES 
SELLE, Bo He oy, À cs 到 力作 两 条 弧 , 落 必 与 必 赛 成 和 局 ， 


P AEA a EH 25, SHER m; 走向 m. REG. 在 每 一 Y 
H 顶点 作 一 环 。 车 竞赛 是 完备 的 , 便 得 一 个 2- 图 G 和 一 个 联系 短 障 

= AQ), 

L 

b. 102314 

F 21100 

E A=|0 112 2 

- 02011 

E 13.011 

5 

k 图 144 H 
À 


, HE 4 ACCRUE aol 2, HEM A 可 以 写成 一 个 反对 ， 
HMB 及 一 个 元 过 他 为 工 的 短 阵 加 之 和 。 
JA ps (© BRAME A* AER, ON a En e ERU k 
FIRES HER 


à te me mn odd 
PB) = pi (P) + pa (h) +e A 
3i pO) 称 为 比赛 入 BS E BRI: 现在 来 校 核 这 个 概 
Bo 
工 叭 积累 权力 由 4 HUFF TORENT AR BE 
p (1) =14+0424+2+41-6, 
ply 2+4+14+04+0—4, 
PD =0-+1414+2426, 
pid) =0+2+0+1+1:-4, 
gp (1) 14240414155, 

HRH PD SERES PEE fj mss APERA PURE 
中 [在 一 个 没有 和 局 的 竞赛 里 ， 由 第 12 章 定理 3, 使 可 用 这 种 方 
式 , 求 得 图 的 所 有 中 心 ] 。 

每 个 比赛 入 的 2 阶 权力 ,可 将 和 他 打 成 于 局 的 闭 些 人 的 记录 ， 
加 上 和 破 他 打败 的 那些 大 的 起 法 乘 以 2 以 求 得 之 :于 此 , 求 得 
p 2) =64+0-+4 (2x6) + (2x4) +5=31, 
22(2) — (2x6) +44+6+0+0-22, 
p (2) 04-4--6-- (9x 4) + (2x 5) =28, 
(2) 204-12 x 4) 04-44-5117, 
g* (2) - 6-- (2x4) -0--44-5—23, 
下 一 次 ,比赛 人 oH EXC, 这 由 于 他 上 比 ss 击败 了 更 强 有 力 
的 比赛 入 。 
EAMG: 
p(8) =31+0+ (2x28) + (2x 11) +23=144, 
p (8) = (2x81) +224 28+0+40=112, 
p(B) -0--22--28-- (2x17) + (2x 28) = 180, 
p (8) —0-- (2 22) 4-04-17 +423 =84, 
p (8) -81-- (2x 22) +0+17+28=115, 


1 
| 


3 
d 
E! 
1 
3 
4 
1 
H 
j 
i 


3 
: 
3 


iB bri “图 的 联系 给 阶 
。 等 级 的 划分 ,和 上 面 一 样 : m sy 2s, ay m4; 这 种 情况 似 已 稳 
定 ,将 计算 任意 重复 若干 次 ,实际 可 见 下 种 情况 将 无 改变 。 
因此 , 乃 考虑 将 | 
m= pu) 
pP) pU) rep) 
34 boo 时 的 极限 ,定义 为 比赛 人 的 权力 。 
$8 ABE JE KH (Péron-Frobenius) 定理 ,这 痒 的 极限 
总 存在 ; 且 尤 可 襄 省 ,这 个 极限 极 易 计 算 , 蓝 向 量 mom (mk, Ry, 
mi) REF ABBIA 的 一 个 特征 向 量 ”。 


Al 布尔 运算 的 引用 


在 非 负 实 数 (之 0) 集 合 里 , 定义 丙种 运算 , 称 为 广义 和 与 广义 
积 。 


Dem da hay JURE AES Aa RYDER AO, af M =M Xa, 
现在 考虑 两 个 矩阵 A= (21) 与 B e 05) CHR S WMO; 
SHG AMAER S — A+ B= G5) dir mai HE, DERT 
MUL MEM P= A-B= (pf) ,其 中 
TD Rep REAR Wel) ALY, BRIN 
研究 联系 一 个 分 图 (在 每 一 顶点 有 -~ PF RAI A, ETAR 


nt， 凡生 
Poss SER TRUM T. 


知 的 。 
9° fe de TEMA HOE 4 TOROEBOESR MOBO EM 


广义 和 使 任 二 数 M 与 ja EPR ADO, FETE 


acm 


S BRERA us 
= (aixb) (ex BF) ++ KBD), 
在 矩阵 上 这 样 定义 的 "广义 "运算 , 怡 和 通常 的 运算 一 样 。 象 
寻常 的 加 法 和 全 法 一 样 ,假定 运算 十 与 义 诺 尼 以 下 运算 规律 : | 
Ad, 
Md Gatha) = 04A As, 
Q Ap X da= AX. 
MX (Aa X Ag) = a X Aa) XA, 
ax bi) = (aX M) + (ax A. 
(换言之 ,使 用 这 两 种 运算 ,得 一 “可 易 环 "。) 
关于 站 种 广义 的 年 阵 运 算 , 文 献 极为 丰富 ;现在 只 提出 对 我 们 
威 兴趣 的 问题 中 有 直接 和 用 的 某 些 性 质 。 
EI 在 一 个 网 格 G 时 ,每 -条 并 ws EGET EHE (0), PAER 
A= (2) dtr 


a [m 2) Be, np eU, 
ar Bley ap EU, 


MM minia, Agha 
Aa Xam A4 bag, 
SHERRIE): H A A= AK 


ge min (aj tal» 


FSK MOOR 


SEER n EI 2, JUST AERA CN. aj caf aj) PERSE RECEN 
KB 
一 般 , 如 BORA MAE We TURES R a 条 新 的 最 得 
Lilo MEME SE 
mo 
AM AW RHA MAREN SBR, 
RS dg X3 5x , 短 际 满 lioc 
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QD A+B=BLA, 

(2) Ad (B40) = (44-140, 

B) ~ e AH CH = (4-B) + (4-0), 

i4) (ALB tab id’, 4: 
{5) (4°B) ^ 


(D,0)500 XO Sas a. y Y RIG), RA REM 
A (Hr CHARITÉ MES Hi n E : 
Kai, 6, ep - [aix (0) -e)34 - 


Denn : 


a e 


XT Beak (©) mv» (AB; P! 的 汇 素 p? WETA 
ae: 
ping =a, bò = iat, BS = e, a, 4 
应 注意 在 一 般 情况 ABs BoA, 
24 rA RR ABI S — 4 B DESDE, FAY GE E 0 
1, 3 
ilii — 1x11 
` 140-1  1xü-0 
dT0=0 0x0=0 
来 定义 运算 十 与 义 
REZ, OR 
Aya max Oa, Add, , } 
HX ha— min a, Ag. 
ER TE x AM Soto Mi Gh RR 
定理 6 POEG, DH HL QC, d AEREA 与 
BRIE, 取 


C Quae Tal de, 


2 
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(4 Pys e (Ta, 
WA ALB FRAN, DU RAD EET IR 
G, aT), 、 
JA SERE ANGE HE 2 HL: SER P= AB DUE D) 是 


ph= aix 81) + e 4e 
BEER An Les, e GRR, 其 wa Tu, C dm, Hill 
axb =t, 因而 pel; RR, Ue —0. e Sy 
z,C AQ2) , A 1, EDAMETE AR E mu ER %; Bhi G fa 
一 条 频 后 跟 五 BASES, 
推理 FA DURE oe WR Ar Ane ASE 


(eo ” 
布尔 敌阵 代数 ， 宪 的 发 展 ， PT E RERIT 
B9, FY AAJA RAA JEEP ER. B An: ELAn ARR, 往 求 原 图 。 
这 和 确定 一 个 短 | 第 的 a Er UN an, 


salit a rm sets ae RL ci m t tm al e tet 


第 站 章 A pu 


42 S28 ee 
FA ta, tay ety Un SE TP GOS, 用 ta, a, +, 0, RSET 
点 ;并 取 | 
del Eo fu HAM, 
. 0 Fa RE y dU. 
JMS = GP OS RF EUER P DS NE 
F th, ta, >, AAW HER 
rft 38 n, JE Uy RAAR 
0 ”在 相反 的 情况 。 

Abit R= (ri) HRT Da TREE RE. 

aR A= (af) , 若 所 有 自 4 抽出 的 方 子 短 障 , 其 行列 式 均等 于 
0, +1, 或 —1, 则 这 个 甜 阵 称 为 全 单 模 的 。 

AARRE, 其 元 来 oj 或 等 于 0， 或 等 于 +1, 或 等 于 
一 浅 盖 这 些 元 素 均 是 一 阶 方 子 憩 简 的 行列 式 ; 因此 , 需要 一 种 币 
断 ， 来 改 别 一 个 由 元 素 O, +1 —1 构成 
ORLA EB 

”图 16-1 ARP E, 取 8 AKETA 
ET d MEE TDI M I E S 
一 1 换 成 +1 得 到 。 , 

m w MEL o 

CEE TC Tou EE, - 


E LET IG" 


| 
| 
| 


* 


pngna - ur 


(0 0 -1-14131 
| 0000-10 |> 
0 0 0 0'0 -1 
定理 1 HER- E-A i Heller-Tompkins-Gale) & 
A Mop oc +L — LEE SARL TIR 


内 ,一 个 在 h Na 
O m nem opaca UTRED 


RRR L 内 。 ‘ 


Le BS A POS MERE PUS EE PALA RU À th 
Hi FE B, AA AE, ME A 是 全 单 模 的 ,能 证 
Det(B) -0, +18 一 BE, 

DEO — US B AR RS q — 1 Be P 
WESC, 现在 来 由 此 推出 给 断 对 q BA B ese, B RRT 
互 不 相 变 的 集合 仍 为 荆 与 Li. 

RER 5, E PE EIR, AU 

* BHD Ss, 


E 6, 
TT EE MC CE Det 85 —0, 

车 某 一 列 向 量 不 包含 非 雾 元 素 , 同 样 有 Det (B) ~ 0, 

最 后 , 38:46 4€ — ANR de by, WE- ERCK ERY 


cl PORRE BARI j ASSR i TR EE 


cr Sas a 


SR uS ui adi 


B 
] 
i 
i 
Ñ 
E 
t 
à 


A TIPTA me ii eue 


E 
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BCE q— 1 MEERA R, i 
Det(B) = +Dot(C)=+1, -1 3 0, 

ENA BEL, RS DRE, 

2° dA Xk— "p c BUEN, HERS A JE SEG 
素 , 楷 往 证 存在 一 个 分 划 (li, Lei RES ARE A 的 每 
BRS TAT IER ICR o E BR TOR, US 
Jl, FED RSE, NP A 按 下 法 作 一 个 图 (无 向 
的 ) : URSS 6 AT PETER v, 对 应 于 第 了 到 作 边 s M FeO 与 
G40, 这 条 边 便 是 联接 顶点 m. 与 m. 的。 最 后 , AIR et 的 两 
ATRIOS: PRL te; 是 特殊 的 。 现 在 来 迹 明 图 的 每 个 初级 图 
都 包含 偶数 个 特殊 边 。 

事实 上 ,车 存在 一 个 初级 图 , 不 具有 这 样 的 性 质 , 设 这 个 圈 是 
Bom Ces 83, 0n, Dry 0] = (Uy May oo, HI, REAP IS TBI 
的 行列 式 : . 


Fie, ape 0, Bi 全 对 应 于 非特 殊 边 的 指标 了 RUE a; = — 85, 


”其 个 数 是 8 一 (2p 十 1)， 


EIT elh, das ce, de) ERA Cas tay + de) 的 对 换 的 
个 数 , 便 可 写 : ” 
Det(B) = (~1) Yaa art (~ DB, B,8, 
= (FD ayay ay CL 18 (DO ayaa] 
= 2marta = +2, 


BEN, BATA. 


a 
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每 个 初级 图 际 都 包含 偶数 个 特殊 边 , 故 图 的 一 切 图 都 如 此 。 
医用 合并 页 点 的 办 法 ， Mo SA UHR BER, pU dE 


SC BENG IB Be Fe a S d XD ERBEN LE 


ART MER Pes, 而 用 Lo TIKA ek. OBES 
Ehh Ta Ba EA SOR, 
O HEEL Ze PML OC MAE ANR S= (是 下 单 楼 的 。 
事实 上 , HR se ES AUD HL, 一 个 元 素 一 一 1, 其 他 都 
38 0, 故 可 取 
1-(,2,—,: L-G. 
推理 2 KT UNA 五 = (rj) 公章 模 的 必要 和 充分 条 


事实 上 , RABAT CREME +1, 下 至 单 模 的 必要 和 充 
Fp SecA AR PL AHL LGB HABE Ha ES 
iG EB} 与 fu GEL}, 
定理 2 (Hé) BA 为 9 +15 ~1 MERE: 
HS Bag, MEAE FTX a 都 相应 地 等 于 


dy. a~al 40 > are ME 

(B a= atO — a> a 或 四 > 一 中 
SER 4 ERRAN, 

易 知 关系 > 是 一 个 序 基 系 ;例如 : 

(9, —i, ~1, 0, +2, +1, —1)> (0, ~1,-0,0, 0,0, +1}, 

À A SATS FE B 也 部 有 特性 (1) 与 (2) Ei 
行列 式 Det(8) 等 于 0, -1 或 +1. 

TUS EMAER E AR ea. 9 一 1 Erik MS 
IREN F g PMI NE T 

BAT CREF AURA Dot(B) -0; # B 


Sanat ARE aia an au rate du ct 


—(— ee 2 
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有 -一 个 列 向 量 , 公 具 一 个 非 党 元 索 , 刚 Det( 了 等 于 《 特 号 除外 ) 这 
个 元 素 的 子 行 列 式 , 放 Det BEE O, +I 或 ~ 1 所 剩 下 来 的 叭 
HERR, FUND PERS, EE BE PCR. 
015 ARANA RTO INE EE BRE 
Heti, Fat, ED, Ahk sp 0e D, SORE 
WEE, Wie b> EG IRE DEDEUEIIIIEN 
efi > ED trf DS SEM PARADIS TOR, 
H Det{B) =Det(F), HARMAN PRE CD 2), 
O WEE, FAR CR ET, dni, ig Dl, 
seen min e. 
Wing k= +1, tE 
cb 或 boe, 
Jg 8-0, 万 有 - 
bizom tlaki =b, 
A ik bb 5 bo- D. 但 ` 
E b> Bob > b> b S Bio br Bie b use 
ERB ED > D, 使 不 可 能 有 如 > Plo b> — 27, 
AETA) 也 不 可 能 有 btb CEE oi 1, 01-0); 现在 便 剩 下 
FRERES d: REU, wok Og 配 的 非 等 元 素 , 分 别 
在 两 组 互 不 相 重 的 列 上。 于 是 
By b> => b> pub 
(第 一 种 情 驶 )， 
Beh = d k: 
Bob -cd-b-b-b-b 
(第 二 种 情况 )。 
在 一 切 情 况 , (1) 已 得 证 ; (2) TARRA ae, 
对 于 其 他 的 行 利 姑 ， 重复 变换 B>B, AA Be 


CETE E 

OT 0 的 个 数 , -ES S XL RE RE AE TON 
dh, FARR q— 1 BE BSAESEEL RE, RE 

Det (B} = Det (B) —0, +1 —1, HE 

定理 3 HAG BAMA REO 与 +1 PTER, RE 


\ 
4 前 一 定理 的 (全 ， ri A 的 行 向 量 与 B A ORCA HUIUS C 


事实 上 ， 考察 C MA THEN O, C 乃 由 À 的 一 个 子 短 阵 
25 BAT THM B Bin, HUE Dot (0) =0, 十 1 或 -1, 
象 在 定理 2 H.R À ARTE PA RRR B 
RER TREND WN 4 BE AEN ERAT 
PHB HG 0 在 每 一 齐 里 便 最 多 只 合 两 个 非 霉 元 素 (等 于 . 
+1) ,其 中 一 个 在 也 里 , ie B E, HER L, 0 是 一 个 全 单 

SEM, i Det(C)—0, +1 或 —1, 
i [911] GEA EE EASE Fe: 


E-1 +1 0 +1 
| 


+10 0 -lj LAE oT +E 
pela 41 
C=141 +4 hh 
" 0 +141 
Ko 4 22 8 i 
Bock e or EU 
ax Fav 
@ 


p “ar 0, 


10 Wis te at 26 M 
HAR w= (at, 27, 27), O= (0, 0, +, 0), A= (ai), AUX 
RÉUNIE Ax-—-0. ERE MEN 4 至 单 模 时 满足 方程 
SH we x, 
BERARI RARR, AAEM 4 TP PRE ASR ASE 
FAX, 27] 


i a ai D 
aid 
-i* 40. 
i 
. fap? ay? anh 
首先 解 基础 组 : 
a, 
datant tal ug 7 — — (al ye Pt pale), 


qj T2 + a t a tebe? a), 
SHAR, oP, a" EAR 1,0, +, 0; (0) 8 
.具体 确定 一 个 向 量 euo (eh, of, où), HERB à PALER (Em - p) 
.由 下 式 确定 : 


1 " " 1 1 
pt dia cr p| 
Lei cet, —alg4 3A. e 0l. 
ant À 1 tl tl “| 0, HLR L 


- np so 
apte a Ui 


向 量 cl, 其 坐标 他 等 于 0, IR 一 1; "ERE CIL) BUB SE 
Dés CHALET A) , vp DHT rd 


O BARE (Hofiman et Kruskal) (33 ERMA FERRER 
规划 里 的 另 一 种 形式 : Be 4 EP OR CRE, FLUE b, U^, a, a IA SU 
从 标的 向 二, 车 短 了 ME M LESE 
` {ob deb; axeaza) 

5391 578 — 1 FOREN olt A RES TN» A ERT, GG 
BORSE UR di EL) 


-— 


i+ 


或 - 工 


Cee 2 | 158 
mosse Mit E IM CA rmn 


Cao Ca, 77, Cmte S 


事实 上 , MERE AB GE Qa, ss w) Wer (1, 0, 


m, 0), 6,7 (0,1, 0, 0, ++, 0), n Minny’ (0, 0,0, =, 1) BE. 


DARE, 便 确 定 了 向 量 C1. Co, t, Cue FERRE 0, +1 
或 -二 BRIE, GE 
Net hat et ntl ns =0 > Mx = ee Annas =O, 


这 租 向 量 的 个 数 ， 恰 等 于 方程 粗 42 -0 RS MAIRES, HE C 


心 等 正好 构成 解 的 一 个 基底 。 

在 第 4 章 里 已 见 对 应 于 一 个 反对 称 图 的 图 k， 总 可 借助 于 下 
面 的 方式 , 作 一 m MEE GU, e^, o. 0): REB po ES, AIDE 
一 强 帮 的 志向 走 ? 袍 ,着 这 个 弧 的 方向 走 * K, EDR cler, Fl 
IE EEE TG i BK TRE v(G)=m-n+p, 其 中 m 是 
PRL, n ERR, p 是 分 角 的 个 数 (第 4 章 定理 3) 。 

定理 5 OU 3k PUE RE ICI, Poincaré-Veblen-Aloxan- 
der) RG PATA, S= 地) EET AT, JI 
f c-i, e, ) 


条 停 是 Se~0. 


CRE Sc=0 BE, À 
nm, May n, 23, 23] 
THB, C= (0, 5, o SERCH ay Sh ERE 
(De 
PA TARH i AS à, AR BARS à 的 一 切 


3E us, 故 对 所 有 下 标 j 了 其 当天 0 的 ,有 =0, EH (1), 


2588 ARR o AUS BAL oy PS AS ty 5 SK 
ot ‘ 


154 $15 Et Sr dp M 


FALZ AM 10-2 所 代表 的 那 三 种 可 能 情 驶 。 在 第 一 
Eo. ig 种 情况 ;有 


^" eie 0; s = — 40, 
tt 2 ML. gua Hl sfei ar siet — 0, RA (1), 
" " 在 第 二 或 第 三 种 情况 ,有 
一 2 thats 0 一 一 4 对 0; sh =a 20, 
图 15-2 TBE s;cP-- sio — 0, kbA (D 


在 一 切 情况 下 ， 已 证 CD HRT 

T 条 件 是 充分 的 经 一 向 最 c 满足 Sc 一 0 的 , 均 为 在 定理 
里 所 定义 的 那些 向 量 C1, Co, nn, Caney 的 线性 组 合 , 故 能 直 这 些 
AADC REA BIL 

FASE aR 0, 十 1 ok 一 4, 向 最 eT P OR à 
(或 对 应 于 互 不 相 肖 的 简单 链 之 和 ) ,使 用 同一 条 狐 不 超过 两 次 。 
H sof 只 能 等 于 0, +1 Be —1, XN 2 def -0, HOMME RER 
jc sel] =i He E, BUS u BERT SEPIUS o RR E 
wy Bib AE AE He SHE e fre PT PARERE, 迟早 总 会 回 
到 这 点 :于 是 p 是 一 个 圈 ( 或 互 不 相交 的 图 的 和 ) 。 定 更 得 证 。 

这 个 定理 糖 出 一 个 性 求 图 的 独立 轿 的 解析 方法 ;但 在 下 一 章 、 
我 们 将 得 到 一 个 更 为 简单 的 儿 何 确定 方法 。 


BE r= (oh, cf, ey ef), +, CL G5, 65, +, OM EA G 的 图 


BAR, BERLE 


et chow oh 7 
2 a2 2 
a oy or | 


PETIT! 155 

一 个 放样 的 矮 障 , 称 为 图 G uff, ROUE cs 都 是 依 
在 定理 4 DORE, JUHI CNT TOR MSE 0，- 工 或 
+1, HAE: 


KH C EUBH S 的 积 , 是 一 个 9 T at 


S, € (al, Ce se [PO D D 
got re Een oe ME 
Ge CUT M 0 - ol 


HUE FERRE OC, HAFA SO 20 KREATA 
投射 短 障 ; 于 此 , KAA C's -0, DORA S ARRIA 
XC ENG (EEE th BERR LR (EN 

Dii] Oe, S Okada) 一 -个 未 知 的 继电器 由 从 TIF BIE s 
CORRE: Le ^ 2,18, 


ERE mi dos vs ds ee 
继电器 的 几何 形状 。 为 此 , K 
SATA OES, 1 ih DR 
AIO. 

断 神器 的 各 种 祖 合 , E LAT BO: 
的 是 ; 13508, 137, 14567, 145, 29158, 
23467,.267, 268, 图 55 

hb PEMD C, 但 仪 知 此 元 素 除 去 2 的 情 数 后 为 


Mj delist Eoo a ESA RO 


22 a OR RTS od 


"— 


i 
E 
kl 


isa Be SEES 


Cy Cy Cy Cr Cs 
11117117 


Cr Ca Cp 


10090 


111 


o 


e 


10100 


EARRIERO, REEE E- 对称 ,得 


O(mod. 2), BAe 


TED Cte 


4 
m 
h 
á 
E 
e 
EN 
e "EN! Soc 
AREAL né ， 
err) ene: $ooooduu 
gL ERs oer ey fssenne 
e 4 "hib: Foom oc ert 
D Hoonrn ð sore 
7 & L3 
二 本 Torooon 
SFP fŠononn Ë generee 
Petts E T 一 
ENT oo og "oo 
It gone cg eran secs 
ii -aaa i 
fe 3 LES 一 
a dp PE 
H EE 
| 中 
El PEU 
R TE 
E: 
& 


Ras 
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内 此 以 后 ， 我 们 所 成 兴趣 的 ， 主 要 在 于 有 了 展 图 非 方向 社 的 研 
Be U— (iss Ma, oes, uu) RAGES, D SRA o 那些 
shee. CSTAR, HARRA v. Bo Ro GE 
Bg, 8n | Del 一 1; 若 没 有 边 过 页 点 z, AU c Hob qe Up |, <0; 
同样 ,用 Tw 二 用 一 条 边 联 到 的 那些 顶点 的 集合 。 

一 个 有 限 图 , 连 楼 无 围 , 且 至 少 有 两 个 顶点 的 ,定义 为 一 个 煤 。 
BARM (Calley) SERERA AR EA AOE DG YE, 
“RRM AS Up Doe VL Ah, 以 后 都 将 用 到 : 

定理 1 RAA |X| 一 n>1 MRA AT 
SRE, 是 等 价 的 : 

à 三 束 楼 且 无 图 ; 

a BH u LA n— 1l 

@) HB Ln igt 

W) A JR EURE ANS RARE, 联 以 一动, 便 得 一 个 ( 卫 


(D (2), SR p ROP TR, m BEML, HU p 1, 
vem—ntp=0, Mem -n-g-n—1, 

(2022 (5, ux v—0,m-n—1l, & p-v—mcn-l, H Ri 
LER i 

ES, Hot, m-a-1, vm np-0: H XB, . à 


| 
: 


is | qus hand 


车 将 项 个 非 邻 页 点 , BOM, RU > 变 为 等 于 工 , 故 有 一 个 且 妈 右 
—MB.C 

(4) 0) , BE ORR ABER cR y REDE, 
联 边 Ux, y] RR AEA, Dit, p~l, »—0, ieman- 1, 但 
RRA ER maa 2, oO, Hilf poo omia, HER 
再 速 接 。 

(5)(8) , SHOWA © Hy, EEREN, 自 一 个 顶点 
EAS- RA H EURI), MAHTRA KEEA 
FRR XE ih RO RD) 。 

GT, SU AE, UA, A IT, 

EH? TEA MES, 

HART, HETR-TREA, — TRH, 在 图 .上 
PAT, BER CEPR) , og Ee (HER RE 
情况 )， 车 同一 边 决 不 使 用 两 灾 ， WAT, MOT UTERE SER 
( 因 五 无 姻 ); 但 另 一 方面 , 当 旅 行 省 到达 一 点 < 之 后 ,他 总 能 沿 一 
新 边 前 进 ( 因 若 二 不 是 县 畦 点 ，| Uz; >2) 。 和 如 此 一 来 ,旅行 者 便 可 
永远 游行 下 去 ,但 图 是 有 了 跟 的 ,这 不 可 能 。 


车 GARE, MIE TE eS 不 可 能 有 部 分 
树 。 


FG JEMEN EUR EST RUE T DILE REOR T UI DIS Be 
BE. PSR EMA efe, AUDE (6), G 便 是 一 个 树 ; 若 有 
这 样 的 边 存在 ,去 掉 这 一 边 ,重新 子 找 可 以 去 德 的 新 好 ;等 等 。 

SRR SEA BEL ECB), SOT 
BBs X. BERE ‘ 

ÉD ei CU OE, 2S MEA EUR 


yt 
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Mo RES 

MEI PR GbR Go CX, Uo, XHE ib e, a 
MERE) ,化 为 它 的 长 度 , 哉 六 图 的 一 个 部 分 树 = OX, V), dit 
RAR EL BABU 


【二 itt pin EE EST A ROPER AE, nR 
DR PER ARE EDA] a hits 2 s HR R PHC ZEE RES ERAK? 
BERELE Mr, y) Ec. y OR RAE METRES 
RU LHR, EIRE, XS PER ES NAN — NS, 
于 是 此 处 所 要 寻求 的 ,是 一 个 作为 其 AE 各 图 的 部 分 图 面 尽 可 能 
Mw 


LEO Sii 
引 理 PO 5 U^ 是 一 个 完备 图 ， RDE u) 各 


“eee, pn Vi, Vas, Va, HV RR 
XE—ih. ERRERA. SHE 4). CN, Vi) 是 一 个 
P RER (2), 有 一 ”一 

BEX, V) R&— AE TE Se) BEN BEE Ve Vias. 

Æ Va Vos oi, ta, ry mod BE Ue FE Ui, Da, … 中 第 一 
个 不 在 下 里 的 边 。 “ 


HEN (4) ,在 VU {vd 中 有 -个 上 BUR —T- Bde 
tA we EV. HR W=(VU led) - {6}, ME 
GO, W; xu. He n1 HR PE CHE 2) 


VU Gn) EBORE V), d Po m). RAB à 


A 
1 
i 
i 
E 
i 
a 


REE EE ae PAPE EP 


180 $103 gps bpe M 


ly Hok Va, B Oc, V) 推导 出 来 的 树 (X, W), 其 总 长 小 于 

(X, V) fog Ke B) CA, V) EDR I Wh ERIS. 
BUS LANCE RUE Ri Kruskal[ó] ”法 区 是 一 步 一 步 

地 进行 ,每 刀 选 择 一 条 最 得 边 ,而 这 条 边 和 已 经 选 定 的 边 不 构成 图。 
按照 这 个 方式 ,最 后 选 定 一 个 m%- 工 条 边 的 集合 Via (os, 


， 事实 .上 , 我 们 可 以 事先 做 一 种 安排 , 使 所 有 的 边 , 各 具 不 同 的 
PEM BAe 10.) — 16) — Ls) , 可 作 变 动 : 

uj) Ft) Van) +e, 

Vy)» U (tt) Vt) +28, 

V(t;) V (16) =H (tts) +86, 
取 6 充分 小 ,使 不 致 引起 边 的 大 小 次 序 的 改变 。 

同样 , 也 可 以 做 一 种 安排 , 使 图 成 为 完备 的 , 这 只 须 速 接 一 些 
充 牙 长 的 边 ws, 使 

tw) > Be) 
DIM 

在 新 图 里 ,存在 一 个 且 仅 存在 一 个 树 = OC, Vu), 总 长 极 
RER, Ti RSH we U, À 

tp) > 2: in). 
因此 , HE G 的 部 分 树 ,总 长 极 小 。 

于 此 , 可 注意 的 是 车 所 有 的 边 名 具 不 同 的 长 度 , 树 H 是 唯一 
确定 的 。 同样 可 注意 的 是 也 可 以 采用 一 种 对 侦 的 方式 来 进行 : E 
步 去 掉 最 长 的 边 而 不 切断 原 图 。 

确定 独立 疾 一 个 基底 的 法 则 ”假定 图 GX, U) ERR 
《在 相反 的 情况 , 可 以 分 别 考 虑 每 个 分 图 ) 。 首 先 , 象 .上 面 那 样 , 作 
PK, Vri), Bt, tay, Una 是 U A Va BE 
边 ,将 这 些 边 中 的 任 一 边 ， Bao, 加 进 树 QC, Vea) 里 ,得 一 个 


m 
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图 jx， 及 仅 得 一 个 图 [性 质 (4)1。 图 ae ias nn is ERRORS 
Se, 盖 其 中 鲜 一 个 均 有 一 条 边 不 合 在 其 他 图 天 ; 共有 mnt] 
=o) 个 图 ;因此 ,正好 酉 定 了 独立 图 的 一 个 下 详 。 
FRAN, 当 图 是 平面 的 , 可 用 一 种 更 为 简单 的 方法 , 来 确 
4 EBS — PARIS, DUS EL Pee OS 21 章 定理 二 。 | 
[5/2] WA -ARERR CX, UD) , SERA zo, 收 点 为 sz 用 
32 [xm 引 悄 发 点 与 收 点 :县 其 伍 一 过 点 竺 一 方向 。 若 网 烙 的 流 , 顺 关 边 x 的 
Xie. Ae 上 的 流量 01020, RZ, Mole) «0, ERI 


PAU ex, 


RER EEE 
qug) gs tty pr 
登 如 在 图 15-1 AFR A G Hi, ASE: 
À play 6, plu) e(l, piu) ques) = (ug —2. 


Uy Woy cot IE, Ag Qe 0 IE pO sm Ag, 


唯一 的 一 个 轿 n, 在 这 个 到 上 作 …- 
AMBERISUE, EST piu) =a 
[在 ay E RUE — Et DE 
9 On) =). 的 循环 流 ]。 

将 这 些 流 一 边 


th 


边 地 加 起 来 ， 图 16-1 
恒 得 欲求 的 流 ( 这 个 流 全 参数 :而 变 ) ， 在 每 一 边 上 的 流量 p(w 由 下 才 粉 出 : 


Wi Wa Hy Wy Hs Mg Mr Wa Ua Wo UL ia Hy 


， dE RU: +5 -6 4646 +6 
H Lr +1 +1 -1 ~1 
w 在 各 上 的 流 最 ; +1 144 
deja Eri: 十 2 42-2 42-2 
3E us EAE E +2 -2 
É us LOE: +2 -2 -2 +2 
LLL d ` HA HA ES 
" “= 6 1 1 2 2 2 AX-6-96-A 6-2 4 


- BURN UNE BE 


ET 


A 
[i 
l 
E 


déa . Kick HEHER 


46 HH HR 


Beinir m ME A= (D, EUR N= {L den), 
Math, 2,0, mh, FRE AR ol Wats ICM, ON, 
AHURA I BUNS ORT J REN AT, Bi BOSE 
Heal, GRMN TRL AR ERR ER, 

SMA Gok UTE, Lik en, OH 
Det (gi) = 


i Der ale tiy) x Detla 229) 


ne cine on 
GEIR A —1, RATER ST BIKAR.) 
HAAR (Binet-Cauchy) 公式 L3 ax E] bg En BE 
FLE ksn, m 
Detlak b) 一 d Dat (ef) Dot (BOY 


Fk, K RES 0,2, =, 3). XE En, 恒 得 两 个 方 陈 乘积 
的 行列 趟 公式。 

BERRA A n AIU m RIA G (man) APRES 
向 之 后 , TAR PMORA MME S=. ARE SE ES 2, 
Las ES BERL s, ua, e Umi — “HERES RAT MRC FERME 
所 形成 的 偶 对 , 定义 为 一 个 二 性 构 形 H., IB 一 般 这 并 不 物 成 一 个 
图 ; 因 可 能 有 某 一 边 含 在 ff 内 , 而 其 端点 不 在 OOD, 
RER- MAA H ACRE U). TIE 

定理 4 RHE M jk mm 个 顶点 moe urs m e 
Bh vas tay ya PR, BUT GAME T UU, AU Dot (a 
-0, 

MES E Bt, ty nn Hot, HORE H 在 这 个 圈 上 的 


488 
THE By, ay rs m GSB), WS 


按 抗 普 抗 斯 公式 ,有 
Det (s¥) = 士 Det (s) Det (s¥2%) +0, 
Eish, 有 


Dot (sf) = 


( 因 行 向 最 之 和 为 雳 ) 。 此 外 , Wack, RUE Det GE) =0, HE 
$8 EXE ME Met Deti --0, 

定理 5 由 mtl IHR ty tay oy es Kom He th, 
LOL d d PME RAE, EMITE 


2 


O1? RE nemti rid, H Dot (st) 40; 按 定 理 4, GA 
& 8 AR G Bn —1 Rd, fhe GR 1H CE T HE 2] 
2° EG ERRA Gr, Do, tty Omit 所 成 的 树 ; 不 动 may 改 
变 虚 和 其 他 项 点 的 三 号 (这 不 过 对 换 了 行列 式 的 行 与 行 及 列 与 列 ， 
Det (st) 最 多 不 过 收 号 ) 。 按 定理 2, W G 有 一 个 异 于 omrs 的 县 
挂 硕 点 ,将 这 个 悬挂 点 记 为 入 ,而 将 过 这 点 的 边 记 为 妃 ;去 控 m 与 
t, 重新 定义 一 个 项 点 zs 及 边 za; Hi, 再 定义 , 等 等 。 据 新 
RR, DA 


eos Mna fet E Trt 2 
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xi 0 0 0 
siti 0 
.Det(sib)-| si sg +1 0 |-+1, 
st - +1 


[d 
定理 6 CRU: Trent icem Np dn G 里 ， 


+ 
Gk 
Is 
z 
x 
> 
B 
X 
À 
al 
E 
= 
E 
>: 
g 
ae 
Er 
S 
ub 
E 


[Ta isj, 
eee] -i Hisj, Im, a1 CU, 
0 Hiss, [m, e] EU 
SEMA LEM TRE — P TATAR 


ON SENS 
P 


图 16-2 


6 G RSME E, HERES HEIN BEN ABRE S = i. 
SER SS" 的 一 般 元 素 是 


(8, sj» — (8, 81) sisi Hss H shsh 


J| 44 
4 His, [en gle, 
j, La, EU. 
Li HO sU HR K = 1,2, s, ben}, AIRE 
BRAS, TK Ut Mo pH ERST 
4,=Det (bf) = Det (S$. S7) 一 p Det (s¥) Det (s) 


ial 


Hat 

按 定理 5, 最 后 一 项 等 于 所 能 自 G 得 出 的 ”个 顶点 的 树 的 个 
数 。 

[9/1] Bi16-2 ( 副 ) 的 那个 图 ,共有 16 个 部 分 宕 ;这 个 数 丛 好 等 于 子 行 
vist 

4 3 -1-1 E 
4-|-1 8 ~1/=16, 
-1-1 3 P on 

SOMES AR, BCA YH Co LEE 
SRE EDU A DER PAZ Hd ES fd 6 e X 
q173—42—16, 

316 个 部 分 树 由 图 16-2 补 出 。 图 102 Ga) 


4 "» 形 图 


有 限 图 (X, UD, 车: 
1* ES Ao EME RARE, 
2° s, RAE TES IAS, 
8° (X, U) 不 舍 回 路 ， 
”出 这 个 图 称 为 以 为 根 的 树 形 图 。 
, BRT SL CREER PB 


eo 


[ a r 


Sio aas Sali 


168 EELE BE 


BH EA e ARERR t 95, LL ARR SS 

i, 35 o ERANT m EIER PA 
m n- 1, 

此 外 , H RAR 了 不 合 回路 ,而 在 任 一 不 是 回路 的 图 里 ， 
KOA-THE EDEKA. BUE, TRE. 

PERE, Rot EU IRURE IBEX IB 
AE BUOEIR Ar 15 BHL MEI ©, 总 存在 一 条 路 自 好 走向 
a 《( 盖 一 个 位 于 和 的 旅行 者 , 治 图 的 虐 , eR CIA BAT, 则 不 到 
m RIRE) o 

101]. (PELAS HR E 1 个 互 不 相交 的 图 。 这 + 一 I 个 

BASE, 可 以 用 一 个 n 个 醒 点 的 楷 形 图 来 表示 ( 秆 笃 无 限 长 的 加 作为 
JR n) o 2E n— 4, 可 以 求 得 四 种 可 能 的 不 同位 置 ,对 应 于 图 16-3 的 四 个 笠 形 
图 。 


Q © «© 
EN 


图 10-8 


【 例 2】 CESR RHEL Tnkasiewiez)] 现在 研究 一 个 集合 
A ias by e, by 及 在 了 上 的 -一 个 
运算 。 这 个 运算 可 易 而 处 可 群 : BE 
3n a-(b«c) + (a-b)-o, 在 代数 里 ,党 
AGER SES, KAMAR: 
Plan w—[(a«b) (Fe (e )]-9). 
对 这 样 的 单项 式 ， 作 图 16 4 的 笠 形 
图 与 之 相应 , RSE ORY”, 对 
RTE +, BUR Tx=0 或 23. 


vm ew 167 3 
i 
车 运算 + EAT RMN, AME. Minh O-PS ER i 
LAM PRERRM RA, PEER MIE à be def g 后 跟 序 列 x 
1110001101000 来 表示 这 个 单项 式 u (后 FEIW, PEREA 
BARDO, FERRE SPRL 1, APR, 一 如 中 国字 的 写法 : BOE 
A WF HAHA). 
| 对 于 树 形 图 ,我们 提出 和 衬 同 样 的 天 是 ;尤其 是 : 付 么 样 的 (有 
ÉD AG, 才 共 有 是 树 形 图 的 部 分 图 ?二 A — (2D REG RRA 
BE, Re A Map D= (d), diris 
=0 Hiss, 
- Pm i=j 
HD-A (dj a) 使 可 写 为 


dj 


—aj ma ^ ai fe 


Mai sal o | 1 

. si : 
—s $a —« H 

d Aa i 
D~A= 3 i 


—a a os sa | 


a : 
其 行列 式 等 于 0 (WAZA). 1 
在 这 个 行列 式 里 ， 去 掉 第 上行 和 第 上 DL FA AIRE 2 3 


de= Ads, 5, ++, 6,) 3 这 个 子 行列 式 与 向 量 Qu 无 关 。 


GEJ 本 (en 225 +, a) 是 列 
Ag (aita, Go rs Be 


Hy Bay c wy 9) e 
th Ga, tag i 8) AAG Oty 9, n, 8), 


证 明 是 很 明显 的 。 
定理 8 QUO JE MU ERE A, À mn 1 A 


~ 


O 自 这 一 注解 ,其 易 反 得 ,不 阿 的 二 权 的 而 其 RTE BOE ICON 
“a er) 
mio" 


38 7 Klee ELET! 


SERERE; Hle oni Ay m Vis EAS PRESS ANTA m. 为 根 的 树 形 图 ; 


r RG E gi ——1 MER di EF [7| 


=1 G=2,3,--, 9) ;将 图 的 看 点 加 以 序列 ,使 在 一 条 路 上 的 顶点 ， 
SAR RET HS CE G 是 一 个 树 形 图 ,这 总 是 可 能 的 ) ; 途 有 

1 —e$ —el -a? | 

0 1 -a} —a | 


:0 0 0. 1, 

2° fik 4.0, HERE G 是 一 个 以 o. HRD, 6 DUX 
oy (b 1) BPE G Uu AE dex CES fnb, BU A, 的 第 天 个 
列 向 量 等 于 雳 , 因 有 小 =0) 。 

此 外 ， 象 在 定理 5 一 样 ，G 是 速 接 的 ， 且 是 反对 称 的 (否则 
小 =0)。 这 个 图 速 接 , Fe — 1. 83, 因而 是 一 个 树 (性质 3) 。 所 有 
异 于 on, 的 顶点 , AE ARENIS CERIS ET n1 48) ; 由 此 ， 
GREET vv 为 要 的 树 形 图 。 

定理 9 GA Bb, Tutte, Rott) WEG 是 一 个 无 环 而 联系 


PN 
事实 上 , 用 e= (0, 0，… 1,0, =, 0) RR k 个 元 素 为 1， 
其 他 元 素 统 为 零 的 多 灯 向 量 。 取 
= {ki (er, &) EUX, 
Ru 
Ai (ds, ds, +, Gy) = ACS e Ze. ) 


= 人 en en n. €). 


& 


4 B ox m . 169 

但 核定 理 B, M nL AR (on, te), Coms oa， BED m 
ARRIER, di (es, ee, …, Oey) 一 1, 而 在 其 他 一 切 情 况 ,这 
个 子 行列 式 等 于 0， 还 得 欲 证 。 


CE) HERRE RES EXERT — 1 RUBUS, 这 个 论断 可 按 下 迹 
方式 来 形成 :研究 一 个 由 无 环 网 @ 友 容量 e) HR AO REESE C = (ch) WIE 
FRIAR, Jh dj ery 25). PRENER D= (29) , JE di = Shee, 20, 
以 及 行列 式 4= Det (D-C), H HL — (Xs T) FED cy WHR TR 

«= TI e(m 9). 
HA 


HA EF eUD 之 和 ,关中 IB m BE 


Tus na 4 的 


XC HER Ty GS (Bott et Mayberry) [2] 为 了 计算 在 径 济 学 
上 所 明和 到 的 茶 些 短 阵 的 行列 式 而 建立 的 。 

【全 3】 考察 行列 式 
4 -1 -2 
-1 3 -1 
-2 -2 6 
这 个 行 询 式 对 应 于 一 个 仅 其 第 一 列 为 未 定 的 短 隧 D0、 


d -1 0 -2 
-d 4 -1-2 
@-13 -1f 


-4 -2 -2 5 


4- 


D-c 


BUCH 16-5 上 的 网 糙 。 
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PER G-6 .上 那个 去 里 所 标 击 的 一 加 全 eU) 之 和 得 295 BEAT DLE 
吓 , 这 就 是 行列 式 和 之 值 。 


ems | £0D-8 ens 
1 2 1 
i 2 
CHE cimet 241028446240) ] 
À 
图 166 


CER) REG APE RRR AP Poly G ARS MAS 
REE ETD x; 为 根 的 树 形 图 的 个 数 , 由 定理 9, 等 于 
dsdm dy, 
由 此 万 重新 求 得 定理 6 HN. 


第 17 章 尤 拉 问题 


48 X S E 


SHAE SOLER, FPR in 
Hm (图 ) SEER A TUERI ouem. 


tay m LERRA BR, EEG SERE HARE ER, 而 不 过 
PSR MAR, 夸 考 仿 不 能 特 断 这 个 问题 是 不 可 能 的 。 相反 ， 
BU 2ABTE MT SMM oT AT 


u à 


图 171 37-2 


[A2] CERO RRS. RRABET OOH, 
PERR LP, WA 17: 3 PER. HEATH BERGER , BE RER 
KEMA, 1736 SEE ROUE EE, SON DRE RTE 
EME Fo HEAT 


1 
4 
Kl 
3 
1 
E] 
H 
4 


| 
3 
Ñ 
* 
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若 考 察 图 17-4 的 那个 图 C7, CR CHR à, by cy d. 而 每 一 边 
PR UA PIES ERK 


定理 i 4 SIA A Hebi a th AN IE EE x H 


A eer ee Pr 
此 外 ,的 两 个 端点 ( 营 二 者 相 导 ) 是 仅 有 的 盏 次 点 , 除 0 we 2 e 
ASTRA AA 

”条 件 是 光 和 的 。 JE RE S IIS: em 


pes m FRE Le EERE PR mJ 
SOWA GR, Je T EVER, ROA THAD 2 b, 
一 个 游行 者 ; 自 4 按 性 一 方向 出 发 ,但 决 不 在 任 一 边 上 行走 两 


À, ETERA u. SWAB OK 220, 若 他 只 使 用 了 过 v 
点 的 奇数 条 边 , 他 将 仍 能 沿 某 一 边 芳 进 ; 当 他 无 法 再 前 进 时 , 他 必 
E E D MESE 的 任 一 游行 路 六 里 ， 可 能 
所 有 的 动 没有 全 丢 使 用 。 因 此 : 将 剩 下 图 的 一 部 分 G 其 所 有 项 
虚 都 是 侦 次 的 。 

RO, Oas Oa, rs Os E O 的 分 图 ,各 分 图 至 少 有 一 条 边 ,所 
BARR SEARAH EHE a. asco. IRI G JR fl 
只 几 建 粮 和 所 有 的 .0 EB BA ANNE Fk m € Cy, ae 
€6,, me Ce GEXCHEBSIBIY) 。 

BASE: 
tia, 9] pat alos, ms] petet pte, 51, 
X E ARE o ob b aud Eod. RER 
RER, BERT REEL, de 7 JE A RATER HE 
WORD, 


"S 


49 2b er mt B 


CE) 同样 可 网, 一 个 如 接 的 有 四 个 亩 次 顶点 的 多 重 图 , 可 以 两 笔画 出， 
而 一 个 连接 的 有 2a 个 奇 次 顶点 的 多 重 图 ,可 以 4 EBH . 

站 楼 画 出 万 拉力 的 法 则 IATA, Fleury) ”研究 一 个 速 搂 的 
多 重 图 G， 其 每 一 页 点 都 是 偶 式 的 ， 现 在 要 求 ~ 笔 函 出 所 有 的 边 
而 不 加 修正 或 补充 。 只 须 注意 下 面 的 规 刚 即 足 : 


一 边 , 便 将 这 边 抹 去 。 


去 ,将 产生 至 少 各 有 一 边 的 两 个 连接 分 图 ) 。 

THESE HUM ROLES ARIE RAPE oa, 
图 有 两 个 奇 次 点 2 和 a BRR, eT ee, 
ET BO M ARE o He Hil 

现在 所 须 进一步 证 明 的 , SERPA UAR SUMI, Br + 当 
游行 者 治 达 一 个 第 道口 “时 , 总 有 一 条 及 此 出 发 的 非 地 屿 边 。 ae 
Hk b, 车 所 有 过 4 的 边 都 是 地 峡 边 , JUL HE Ae REM I CER 
车 U| 71, 则 过 w 的 这 条 边 将 仅 是 “悬挂 "的 ) , 这 两 边 联 到 两 个 
五 不 相交 的 连接 分 图 , 钥 个 分 图 有 一 个 奇 区 顶点 ,但 ( 陈 之 外 ) 仅 
AA (HAM, RAHI. 


49 xt Hs 


将 以 上 那些 概念 , HET SUR fu PRE, ERU ORIS; 在 有 向 
图 (X, U) 里 , 一 条 龙 拉 同 路 , 乃 是 一 条 回路 , 使 用 每 一 条 弧 一 次 
ARR. WA, MEE HA BE BRE? 

— ME ESET BEA Le, A PRE HUE 2 Ae Bua, 


Seo 


|Ut|= Uz| @EX), 
出 这 个 图 称 为 拟 对 称 的 。 


起 个 名 亚 的 正确 性 ， 实 由 于 每 一 对 称 图 也 是 拟 对 称 的 这 一 事 “ ; 


. 


| 
| 


Ñi ik ouod 


SFA 
* 定 理 2 — MERAH 
HAE. 
GER fne 1) 


本 GREER, Posthumus) JEO 和 工 构造 循环 序列 使 每 下 个 
TESTOR MED, 在 序列 里 由 入 不 超过 一 灾 ， 并 最 长 的 序列 是 件 
ATHA O tL ALE RY 2* 个 不 同 的 k- 谨 ,天 这 样 的 序列 ,不 能 含有 多 于 2* 个 


点 (ms tay ons Gpe) s BORSTA (mo ay n nas D) AF Cay ayy ory ay D 
XX, Bl C 是 拟 对 多 的 ,具有 让 拉 回路 , 车 (my aes …, Gun) 是 这 个 回 
路 的 第 一 个 顶点 ，(aa a 7n. ax) 恒 是 第 二 点 ，(cay @ nu D 是 第 三 点 ， 
黎 等 ,欲求 的 序列 便 是 one, 
Be hd, 18 17-6 的 那个 图 , 为 我 们 搞 供 了 妊 多 含 34 = 16 个 号 往 的 循环 

序列 ,其 中 有 

abcde feksikimn py = 0600101001101111 

abedkije fohimnjg = 0000101101901111 


x 


~ 


SADR | 175 
aboki pghitmn ie f 9 = 00001011001101 
abs f ghi jedkimn pq = 0000106) 10101111 
abii jilma pgode fq = 00001181 T1100102 
abhi jedkimn pgc fa 00001101 01212601 
abhi je fgediimnyg - 06001101 0010110. 
abhi pgedki mn je fa = 0000110010122101 


GARATZE à 3 Too RSET 445 16 RO), 

EAER A 28 RIN P40 PAL ARARE 
A-BHIURTPDE WO Hae HAE Jg — ML RE ARTE C 16 35 f 
以 解决 ; JCHLIELHERTSRUERIEUEER , 异常 密切 , 我 们 将 首先 提出 下 
[11H 

ems mc NAT 2 ^ ERI Nu GR 


pron ŽE 

i? 每 一 而 点 sens lg, REPE — e ER 

2° os RENNES, 

E RARE UE ARE, EL o 走向 %， hH RER, 
HIG, 顶点 2 EER y ARES, 因而 不 存在 让 y bod 
路 )。 

定理 4 (MRR OHA, HR, Aarden-Ehrenfest, 
de Bruijn) RG RE JB RUE 


O SCA NE, 在 电信 灵通 上 有 其 虚 胃 ， 以 便民 用 手 枉 种 刻度 ,用 一次 能 车 出 产 度 
AAS REA A RAT. BARTEL, eR, BEEPWGAT AEE KR 
FAR OR X PD SE To a LAB OL 


Tre 第 好 章 udi ER mn 
A IT 
. k-i 
Ada sel Jor IST BS 


OB HAL BRAT hE RRA 
RARD DATE TIERS. MTU, HE 
16 RE 0, 4 是 已 知 的 。 
现在 来 研究 以 o 为 根 ,作为 G 的 部 分 图 的 树 形 图 ZI, HAE 

; 


RA 
TI (rs—1)1 


AAD ANB PAIS FG, BES, 
B3. À 1 8 re WEAH, EDES i 
Da Ga (1), ty (2), uon. 

dE Cr BAA E. 318g oH 421), tan D) Js 

FRA 

Tire D! 
PY BG, AM, HERA SK, REPRE AR ER: 自 
2 Q) HE, DER EIS) 每 当 色 大 一 点 on, 便 在 Ua 的 
JL, SARA STS HM, 

AERE, 确实 硝 定 了 一 条 回 隐 , SAM, 不 可 能 停留 在 异 于 
RA os 的 任 一 点 上 《在 主意 其 他 一 点 -上 , 因 图 是 拟 对 称 的 ,到 达 这 
RZE BERARD. BELAREN. 

AEE PERREN, RUKOR 3D ww (用 未 合用 过 ; 因 
tamed, WE s (n) 一 定 未 全 用 过 ; 在 这 条 就 的 起 虚 o, E. 间 样 必 
ARE (n) 未 合用 过 , 等 等 。 这些 未 全 用 过 的 新 , 都 属于 树 形 
FAA, 清 步 一 步 推导 下 去 ， 最 后 到 达 模 o, 丽 有 同样 的 情况 ; 但 这 
BAB, SLT d. em Elo 35, CRUE RE 


o Xm t m 
用 过 。 . 
Be, WFR SS, DORE, FEA 
t5 0), BSR ATW IE BU UK , EEE, 
MER ROUEN, Do 为 根 , eRe 
HR SIRERE où EE, 
事实 上 ， 定 再 $ 也 可 用 Zk Sut 2, 来 加 以 叙述 , CAE ied ed 
PRETER iH A = 
(REMEHA, Bd 
$A 16.) 


Ba 17-5 3h4- Bre Jotris Me 


D AR o> 2-1, SE CRETE, MEURT HR EMA ML. P. Sehr 
ronberger) MERRI — MARRA HEN, 洋 际 .二 将 一 条 尤 拉 四 路 à RHEINE 
“AA Bio BEUERUE LEE Mcd REL OT, BA 
Rome eb GPA ding, RIF 


EE 
Moine, RUES ATE ET PO Re BRE eT wy 
tiny t RA ER. PETE EE use Unaas cre any RUE 


PIF AR — AAT IG, ERE Re . 

WARES, nONESURG AX EIE , MERE ETES Fgh) v SOGNO A E 
RER OL: ERARA. S. Amir BRESA. Levitski) SEIE, Proe, Am. 
Math. Soc., 1, 1050, p. 449), 
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′ 50 my Boe x 
KEM G dts- EW) PA ET, mme. s. TE 
学 里 考虑 两 类 边 : HAMA A: 3S SRE 
出 , 务 为 四 边 。 最 后 ,假定 在 所 亲 如 的 原点 5 上 , 所 有 的 光孝 是 和 
f 的 。 
上 T Gin (stus co 营 满足 下 二 条 件 : 
| 1° iih v,'g Vias 相 邻 , 刚 一 条 是 粗 的 ,一 条 是 条 的 ; 
2。 链 是 简单 的 , 即 谢 一 条 已 知 的 边 ,在 序列 坟 时 不 出 现 两 次; 
| RIS Se aes. ME 
SHEE RAIN u, ATER e, MATRAN re OY 
I Wa HES Ae Bb UU Ot HERRERA SS, 图 豆 的 一 边 ,可 能 
有 两 个 方向 ,出 可 能 只 有 一 个 方向 ,或 者 根本 没有 方向 。 若 顶点 2 
JIGS © FORE, ELON c, RIDERE o Bs M 
BG SPRL E. 
EMEO EET DEI PEE SII MERIT ©, He 
HA AMAR eau F. 
STN o RIERA o MORE ANA S. = RUE At 
点 , 称 之 为 混合 点 ,所 有 混合 点 的 集合 吕 为 M, 
最 后 ,车 顶点 z 根本 不 是 某 一 指向 2 的 边 的 端点 ,如 称 之 为 不 7 
TEER MAR EE A I 
作为 图 他 之 原点 的 大 点 AHA KTE 
a UE HAE à M, A a EAUX, A © ERAR 
GBA, FREM MH RAR, 与 不 可 接近 的 , Be 


Bo ssh ito 


EUFUMUI-X, FA eRe TEE: 
zal EMER PEUR ER REM 


由 集合 MARKE G ATE, mtra, 这 些 分 疼 
DP E DEEST PEE 
jm [hy a: az, =, =a, bob, Bey nV Bil 
E H, Gry Gay, E MES, 
bi, bas bay, BE Ma, 
ME e Ale, BHA M. 
引 理 1 cg, re cM DESI ete, n Ja Le, QE: 


E INE NI AN ARTE Rae ae vU. e] BT 
RME, X Ead Mi CM, 在 >[2, 2) 中 存在 一 些 边 , dE 
个 端点 在 全 一 做 RUE M. A Re, 可 是 最 后 一 条 这 


El 
EH 
à 
E 
4 


1 


i eR etes i cto aia 


de + dd ra 


185 RE NN 


Rah. G 
最 后 ,发 y E e Erid) EGET HR CHA). 车 IPs] 
5 vid, y) Bi LA R TA HAL AE 
woyla, y]+riy, «1 
FRE 
Ed, YT LABS RAR HRT [4; 0T = Le, dl, 
BERKA: wld, gl rete, el niL GET 
混合 的 ,因而 cE Mi m Ha 
NER 
w= pft, b] +v[d, v] 
EZME, HR RP Ua E. 
8182 gt GEM, oC Ms, 
图 sed ile, RAR M Hé AI 


Pon AYE mice ae, REEN, wate 
Fash (a, 5] HAZE DOE, tZ 是 M. 里 不 能 如 此 的 那些 从 
À RAR Pik, Y x ZR BOY? ae Ze D, RONA Ly 2d, 
KyCY 262, MER DIEN 
OUI, APRA ole, y] S ale, y) MM Le, 引进 
A M ARADA y, ELARFICP AED I3 ADU a «MESE 
FAY La, 9) SA SREB SEA IU eC 7 OPES 
Bof MESE (Petersen- Gallai) 定理 RE M Fe 


UP PIEM, SA STEAM, BEA 
My BRA BBY KIS oS, 0 PAU Le, 01 3E A M, & 
SUT M 且 是 办 向 的 。 


51 其 已 知 次 数 的 部 分 图 的 确定 181 


3E Lo, d] 是 异 于 [4, 6] 的 一 边 , RRTM. 按 引 理 2， 
dC M, 能 被 一 条 用 边 [w, 0] HANNAH, HIL, 可 以 
BUE AR BET ie Ce, d] 局 于 不 同 的 类 型 , 因而 。 BNE 
A d cg M FA. 

因此 , Le, 5] JE 7 fae Ma BE ai. 

2° BGC M, HHAH ao 5 bo 及 一- 条 粗 边 (do, 5] 和 一 条 
MY Lo, a, AGB LAMAR, D do HR RACE 
He, VER Mi 唯一 的 边 是 [Bo à), RAR AS A 
Mi. ik 

这 个 尖 理 特别 指出 , ARCS Mr, 便 决 不 再 与 这 个 
分 图 相遇 ;以 后 将 见 这 一 特征 的 应 用 。 


51 具 已 知 次数 的 部 分 图 的 确定 

RG-CX, 器) 是 一 个 无 向 图 , 旦 对 每 一 顶点 e. 糖 定 一 个 整 
Ref (2) AFREPR d, QU) , BEER EMT BS OX, 
W), 其 中 z REE d.) =f io). 

dW) sf) (WEX), 

RUBRUM WOU mutse) ERE. 

FERME W, 恒 称 W 的 边 是 粗 的 , Rie, 
T5] 88 75 EUR S SRT MLS Af we) FEE HIER 
的 元 素 。 

这 个 新 闻 题 ,和 下 面 全 在 第 11 章 过 到 过 的 问题 呈现 某 些 类 似 
之 处 : 对 于 一 个 蕊 知 的 有 疝 图 , 寻求 一 个 部 分 图 ,只 有 先 已 答 定 的 


MES HET 


GR) URHE, DORMI, JEU, EXE E 取 
bye f) H (p FOSTER ARE REN ip 使 


bid 


182 361538 TERM 


O<t <1 G71, 2, m 


Zonpebh Sl, By ey niy 
f 


Á SEBEK 0 
Hep, pr ws HIND, c SET 1, 否则 总 等 于 0, 

这 个 楼 性 规划 ， AUN SOR, BOT WE TA EAE 
(Gomery) RR 这 个 法 旭 平 常 是 很 少 用 的 。 TR, Pee 
的 法 到 ,异常 简单 ,用 之 甚 马 求 出 解答 。 ` 

À G H REGE JERREO BT * FE a AIRE, DE — 
SHA GCW) , SRAM, Op d V) «f (5) oxo, Rog 
s, RUFI f(x) -4, BO) AGED. BE BL GU) 里 ,一 条 交错 
SEE: a AU, TAD) a, UN CD OMC a ETL A , LL 
REAREA EG. BI BPA WE 
不 能 再 用 这 个 方法 子 以 扩大 ,这 个 能 合 便 是 极 大 的 。 

aa R W ETETEA Wine, 其 中 您 一 集合 已 不 再 有 


wowi P Pac He We Wi, 

事实 上 ,车 WooW, BfHEG- e, y] E W- W,,Æ 
GF), Me 5 y Beem IES, BI à 可 用 交错 链 
Io, 2] - [v, y] + fy, 9] 相 接 ,这 和 Wie WHE 

[可 注意 这 个 前 证 在 2 y hf EN] 

RFA SRE AE (Borge-Norman-Rabin: 定理 HER 
& Wo BEKE, HRAT TAEAO € LER] 

WERTER HUE DRF EIRE S pude EE Pret 
Wi 是 极 大 有 的。 为 此 ， A MATE Wu, 使 WS - Wu! 


ORAL HE MOS EGE, 6.8 EUR TRE), RRR AT p 
VOR RROD, HEE INE, 


“4 


EE 188 
ROPA 3 W, Wy! = 


0, WA Wc Wy, 52, A 
W.-W, 自 的 便 已 达到 。 因 此 , 设 | Wo- Wa :>0, it 
HERTS. 

1° 在 过 已 知 顶 


Ron) mill, Wy 一 W, RID EAR MR 
FW,- We i, ,在 相反 的 情况, 将 有 O 
` Wy) Wo e fo). 
use, y] € W,— Wy, AIRE fe — 3b v- [y, € Wu- W, 
(HET, Wale, vl 将 是 一 个 着 存 集 食 类 于 Weds 
W'= (Wy ~ {eh U (u) EPA, 
Ce d OPNS) +1eif (a), 
dA Rd, Wu) — fg 
EES: AW) 1e fin) 
因 面 WAAR [WI = | Wel). 然 因 
WoW <j W Wyl, 


这 不 可 能 。 

2° pfe NUS DAME Wo Wa 与 Wu- Wo 
ZB. ease dE WO sU) alu 
将 是 闪存 的 ; BW =| WR BUR ees 但 这 不 
可 能 , 因 

IW,—W'i-cz Wa- Wayi. 

Bo Rusit, ey oes te PI GH GR idi E 
EM- W5 Wx- Wiz RES os 5 oy BR too 
Get, 1°, PAW 5 "Zu, eF Wy - Wo 由 此 导出 

dS du Wi sj 
de Woo) da Wa) find. 


to}, 


Bite GC Wo) AHSA, soj + fre, m] + En, 2], 


K EHRT, 这 是 矛盾 。 


re rene 


184 461830 TERNE 


4° 现在 假设 qom, HE 27, 两 头 的 两 边 , 不 可 能 属于 不 同 的 ， 


类 型 ,因而 这 两 边 都 属于 Wis Wo, RA 
da Wo) md, OF) — 2-5 f (te) — 2, 
BE, BP RPA BAY TWA mm， 因而 将 有 -条 交 鱼 链 
自 纪 出 发 而 又 回 济 5, CREAR. mee 
确定 一 个 极 大 着 存 集合 的 法 则 “ 尽 可 能 地 使 更 多 的 边 亚 为 粗 


A, PAS — T TERES Ws 为 了 构造 一 个 更 大 的 并 存 集 合 , 在 


GV) IB SHARES EC TEE EI a 出 发 而 又 回 到 à KAN. JU 
JuX: A GR, RE, 而 将 所 坡 过 的 每 一 步 都 
Tb Pa, 当 不 能 继 纺 前 进 时 , MERE RER Moi AE GERS 
头 ) ,直到 分 鼓 路 口 , 再 技 新 的 方向 日 进 。 


151] GR, AUER TEEN Le, y] 里 的 每 一 看 守 
人 同时 看 守 两 个 康 房 > 53 y, 这 些 奈 房 构成 图 的 岗 点 ; 鞭 每 一 韦 房 亚 少 被 一 
PAR IRD BULA EST A2 
HR (R. Norman) 的 想法 ,车 图 (X, U) 的 任 一 集合 VEU, 能 使 
图 的 每 一 顶点 至 少 是 的 某 一 边 的 端点 购 ， 命 为 图 的 一 个 复 蔡 ， 凤 上 面 的 
ERAR- MEARE 集合 VFN RRR ERER 
W=U0-V ÑE 
d.W)xd,(U)-1 (EX), 
Ek ERAI LAS UE — 1 Fi NE EERE Wy 偶 已 求 得 一 
MAMA VU -W, EH 18-264 
FS BAR ER PURE 
看 守 人 就 够 了 。 
【 例 2】( 洛 特 ,J.P, Roth[T]) 当 
RIE — MERRIER E — We B MEAN 
LE, 电能 尽量 简单 地 钵 出 其 图 
图 182 形 , 使 和 原 物 等 价 时 ， 极 小 复 羡 的 确定 ， 
LINDE ALOR. O6 THERE AL SORE Meee A, B,C oe 
D Bee EUER: 64, sa so RANE: 当 电 种 4 HR, 


es 


y 
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取 sacl; ALE 4 Be 640, 等 等 对 元 来 为 0 或 1 的 向 量 5= (Sas 
Say 80) CIM SSH 里 单位 立方 的 每 个 顶点 ), 作 一 数 

PLE) = p(s4+ Enr Ec) 
与 之 对 应 , 当 电 流通 过 红 电 器 ; 共 佰 等 于 1, 在 相 友 情况 ,其 值 为 0. REER 
出 它 的 图 形 , 其 天 电器 被 电 租 À, By 0 SHE, SURE RHF, Aa BLA 
FRR: 

1° BÜERIC MAE TAEHE SEA UT, BD: 当 (6a, sa ec) — 1, 电流 通过 À 
Pleas és 80) 70, 电流 停 断 ; 

2° 每 -和 线路 含 两 个 项 电 器 ; 

3^ BEAM EO, 

NEE AZ- DA C, SRD SEE, 这 个 图 由 gp(e) =1 的 
那些 顶点 所 构成， 理沙 这 样 的 两 点 是 单位 立 右 的 两 个 贫 点 ， 这 两 志恒 相 速 接 
:图 18-3)。 AE 5 —000, 010, 011, 111, 101, 100, 直流 通过 ; FR GR 
(90, A, CL.) fee NAT BIS BOR BILE (EN 13-9 。 


A B [4 
Tom 


图 153 E 184 
SERE AEE, PRIS AES, BOT , ASL, 电流 停 断 。) 
9 eR À À 
RG- QC, URAR AGE BER. RL, RD 


EAR Ibo Hebreos W, EEEE BEI JUR W 为 对 
集 。 . 


d 使 用 在 尔 代数 的 路 何 ， RE RAS EU REA 
M'OUTDe 


- aw SBR CEMA 


ACR FESTUS AS SAI EE 
RRA JUSTOS E HE Sese 

[511] WERE 研究 有 Sx8 CLASSE, de —" XEPIERP 
BS TESI, esi HS, 如 阳 18-5 ER CAP). 。 此 外 ， 有 31 RISUS. $938 
Mehr UE MAE DE Ee 3T RAGE, KESIR 
RARE" 


OAR ARE 


RARER — I RARE ARE, HEE, 对 应 于 
每 二 杠 邻 方 烙 的 一 对 苗 点 ,都 用 壹 相 联 ! 图 18-5 的 右 图 ;; BL OR: 
先 美的, OREM REE, Ka, FIRE — MATE 
ERA HA, SEAR BIE» T SEAR SER: EER ENT MEET DA F1 
色 与 黑色 GEE) , ISAS SEI Ea, 
RARE — HERE RS DER UU 31 ue PT eR TRE. AR 
棋盘 应 有 3» 个 帕 将 和 1 MEE AGE YET JR o 
[512] BEH Guess) 24 “a iP" SE, ae: 
BEAMS SRE MIR s C Pr opi o HO, PE, 两 个 两 
个 BB TIERS SERB BR A E Ut 在 什么 样 的 情况 下 , 问 通才 是 
可 能 的 泥 ? 车 = nx, tay … cV ROR, BESE n; Se, ELICIT SER, 
便 取 Ly, e] € U , Aik SX, 57) 是 否 存 在 一 个 完美 的 对 集 。 
WEG RT BASE, W Rol  UDGICMECKOMS AC, S EU 
一 样 ,定义 图 GW), sx a, 755 C 出发， 加 进 一 点 2 
WEB BAM RARAN 
SNR BREA, Ae 


eee we 187 


t, USE n Rh A SA Ez, He AG HUE 
WEEK TERA AUG HS «A LA, Htec E: 


32 DIU A) SUL RR re 
EAL ie eC FI e IHRE — Ac IR eo ISI E RR 
fo IER OS M: US GE a TLE I xal Kos A 
命 之 为 一 不 可 接近 点 ,证 ET。 如 此 一- 束 ， ERRANEN 
HARRAH, EGON, aca 点 ;事实 上 ,车 W e 
BANK, HN- A Pid tem ers. 


Hon DERF EUR IR RR BE EEH 以 上 的 
Seth aE COP Wo EASE © BERT RLS d. 

ERS WOW RAA, M REAR FE 
一 个 分 图 ， wi gee a i AARIA ade Ms CH 
地 }， 2° BOISE M CAO AERA, FLAME HD 。 

1 B RAE, KIEM, MÉMOIRE, We 
SLRS M, ik AR IDEE le, ml, 其 中 EA, 
MEM, 

E o, om] E— RETI HH n 是 混合 点 ， FEE REY à S 
E Eh oy HET RAR SAREE pe OH B e, o] ( 它 是 进入 M 
的 唯一 通道 ) , 接 在 这 过 后 面 的 是 一 条 过 e 的 相 边 ,而 p USE 
于 一 条 过 x Frid, BERENE ROUEN ARE fi 
Le, 25] Fi EXER, 

? glo, EEF M, 的 另 一 边 ,其 中 y CM, BE Mas HUE 
特 尔 避 - 格 莱 定 理 , 这 条 过 必然 是 外 各 的 此 外 ,这 条 走出 去 的 过 不 
WAG AND 3E y DEALT (s E ES TONS IER TIA, 

HAL E W EBANI, M 是 由 RP 


388 ISH LRH HR 


AB | Ma) > 8, AHSA 
"ek uito a Me 3E M RO BAL 20 € Ms PE Mao 
BERE, zo PORTERS FM AB. Had Ms 由 
Ho BLA AMA el M TÈM 


~ 


mE M, Mel, eE, EM, Meer, 

车 Le, où ERF M. RMD, Roe Ma, WE Ms, FE 
Wire], cE, sM, Mec, 
"dcc E 

dEe€ E, H Le, 6] 是 一 条 粗 边 , Wao FT (o Je EET x 
的 端点 ) cE (EMH, o BRI), oC (HT HE gn B 
2), KEF, 

BHM, X D 6 E MB, Wel, oe E od M Gt 
A2», Meek, 


EL # ie, z] BAF I. "e PS sel, mee ut, ec, 
cC E ERAB), KCK, RAe, 228 AV 


EENTI a A idit mex, T. Foe BP HB H 
FAIR SOS e| ERK HEP, 
XE QR, Tutte, 推广 ; 员 尔 热 [四 ) ER G 


AT TRE S BH as kab XS Sal FRESE 


te Se ot E 
£c max Un i — 1813. 

19 AERA SON, Hae X -S RL A Te Dr 7 PA 

C1, Cay One BRA Ce 不 含 非 他 和 点 ， UE AE 

E Ce SEB AY | Ce! SEAR) IRB A C5 对 应 于 两 


+ PAE SADT OR YT ee. HE ro 为 非 能 和 点 的 个 
EAT 
DAS) ay CIA ERR Ce TED < S 
由 此 ,得 
. p(S)~|S [me (SCX), 
2^ RARE SAME, MUN (8) — 1S] =n (于 是 定 
MEREST). 
R 二 是 一 个 极 大 对 第 , FEREC, WER REMI, 
t n 2,3, 4 
Í P- UMS M SAO e LE]. 
但 以 集合 FH, LRAT Ms RRRA 
为 另 一 方 , 9 ROME TA RT 
IF| = GR M 的 个 数 ) + E| 一 
由 此 万 得 
mm piP) LP 
at 
HEEL Boe c qn 
N $0-8. 
其 中 
g=max [pS S] 
《虽然 ) 
PEGE NERO AMER MESE 


m mia TREA 


piS)<|8| BEX). 
《显然 
35A BPM GGA PLE D Ae EA h 
ARR A TELA GRIESE MPT RL RES 
定理 6 HA AA AWE, F & HASCOX, 全 
1 本 | < 一 1 AERE, 
ek RES X 的 一 个 子 集 (在 严格 的 意义 下 ) AH 是 
fh X —8 所 成 子 图 的 一 个 分 几 ， AMI 
zh-1; 但 不 可 能 有 Ual = 一 4 Sa, SEO, 里边 的 个 数 将 是 


Tal G-p] 1606-041, 


这 不 可 能 是 整数 { 因 |Ci; ETER). 。 因 有 | Uol >h, 由 此 可 得 
DIET ES LÉ 
于 是 对 于 每 一 SCCX, a(S) <|S! 
有 效 , 故 按 涂 特定 理 , 原 图 具有 完美 的 对 集 。 
FRR aE, Errera) 车 一 个 上 一 PEUT RIOR AE, 


S=X, 不 等 式 依然 


HE 6, En 所 是 完美 的 ; dits dados rm 
ERGELA, A th 将 在 包含 共 一 条 机 分 ASL fa TI 
E 

TER tw Jk — A82 BEE ETATE DRE to HE 
RECEN ERREG E EI © HR LB RS 
AVES E 

BB eS, ERA Ms, 具有 一 条 进入 的 
BATHE AL TT OE P. Gc A 


RER Uel 


Ll 


w 


5b 在 内 导数 上 的 应 用 ma 
边 , 新 图 的 每 个 分 图 , FAT AE). BARR LU, | 之 2%, 因而 可 以 
说 至 少 有 2b RAEN M. 

轩 收 着 办 法 ,将 每 一 分 图 Ms RL, 所 得 新 图 恒 不 再 
合 有 用 丙 个 方向 定向 的 边 。 外 向 过 粗 点 的 半边 的 个 数 将 2k, 而 


内 向 过 秽 上 的 秋 边 的 个 数 将 <:26， 将 图 如 的 有 向 灯 边 看 做 其 起 
ACA LE LUC, AUS RECTE A B ERG UA . 
|| 3E fA AC LE. 
对 有 向 得 边 作 同 样 处 理 : 
2k (| F | yd BLOOD AS AE]. 


Er] 


{ LF|+1 jE 
|F|-1z34E|. 
这 两 个 关系 式 不 能 关公 ， ed io 
BRT HP he 


对 第 。 

TSE E RERE O, 存在 一 个 完美 的 对 集 WP s 33h us 是 想 的 ， 
EMEN 351p s 是 各 的 , 可 游 此 由 上 面 引 理 所 提 供 的 过 tu 的 
RE pa. 

将 的 粗 边 改 成 者 边 , 和 边 改 成 粗 边 , 泛 得 一 个 新 的 完美 对 第 
包含 to, ME. 


53 ”在 内 因数 上 的 应 用 


对 第 的 理 葵 ,为 我 们 提供 了 一 种 法 则 ,以 构造 一 个 具 航 大 个 数 
元 索 的 内 固 集 SO, 


© 原 书 在 此 以 后 , Ws SOR, By I”, BARATULRE, ix 
APR BON MAG HBR 


d 
; 

x 
ui 
1 
E 
E 
3 
É 


ibd ise tede 
311 BOR TE, Wj& MOTs E GAS 


SWRA EE n ERA 也 ,集合 QC， 
E G he Xo A MS Ante C 内, BR OUR GE 
集 , 负 蕉 集 的 补 和 集 是 一 个 内 固 筑 ,反之 亦 然 。 若 W E-AN, O 
是 一 个 负荷 集 , 恒 有 

IWI sel. 

BA Este 到 和 -个 已 其 的 负荷 集 C， 满足 |W! 
=|C|, AUS WR ATE RAE O 极 小 。 在 G 时 两 个 粗 点 不 可 
能 相 邻 (推理 3) , HRA 也是 一 个 负荷 集 。 因 WEAR 
集 , F ote A RS E Bde 1 =|], 

因而 FR, 
其 补 集 EXP 便 是 一 个 极 大 内 


图 186 p F ROSA e 之 后 记得 

FRO 的 一 个 负荷 集 ; BERR MP RATE ( 因 各 此 之 
Je ERE E- (e) — X —F E G' 的 一 个 极 大 内 固 抹 )。 

BER e RM HER Ce, (Babe 的 粗 边 ; W- Ie, 7138 
@ 的 一 个 对 集 ;但 按 定理 2， 它 不 再 是 一 个 极 大 对 集 ， 盖 存在 一 条 
SOSH ELO 4 走向 非 饮 和 点 f. CG 的 一 个 极 大 对 集 Wu 
RIWIPE 

GE e 是 非 馆 和 的 ， BW (o BRE, 同样 有 | "| 
=|.) 


# 


Bb HA M EAA 193 

对 于 对 集 W' MRE P, #5 |W" = [E], CF Ho O 的 
BU ERIE. MEKE 

RS ROGERS, Ti G Jer G HUE RRA 
FA, RUS HP NÉS 0 (GE) sa. 

事实 上 , Be: 1S! He Ws Pa ES, 应 


BSCS, Be 
a(@") =Max |S] < Max :8| =a(@), 


定理 8 RACE HACK vod RASEN. i 


J Ma Ma, TRÀ, m x. PE ne 


ASE ARTA, He 
T SE BUSUMD USD U USU) US Ua) U 

PRG OPRI PEDAS REWERA 

事实 上 , 49 Ep MUS BATAAN GES) | RE, Se 
与 (未 必 有 的 ) 分 图 M RAD CERES) , AL — A 2 TBE, 
8 BTE AU i S EREE 

RA ARE — NAT ARR, RR 
AUER, G 便 拆 获 成 分 图 EUF, Mis I, Tay 

BRAR HUF 的 一 个 极 大 内 固 集 ; 兰若 在 G 时 去掉 所 有 的 
Lay RFE AP ios, RCN, 因而 可 以 应 


RSR 如 此 一 来 ,8 便 是 不 速 接 图 的 一 个 极 大 内 固 集 。 若 将 


法 掉 的 边 重新 添上 , 以 恢复 图 G, 内 固 数 应 减少 ( 引 理 3); ARE G 
星 六 仍 保持 是 内 图 的 , 故 &$ 确 是 一 个 极 大 内 固 集 。 


(20 着 有 很 多 个 混 分 图 ,又 若 没 有 一 个 分 图 M, BEBO A St 
某 -分 图 M, 的 交错 链 所 接近 ， 这 个 定理 还 基 很 有 价值 的 。 TEASER a 
FEI Ma 进入 Mj, BIRD» DORM, BTR AP 
dS, 


doi Mis 任意 图 的 对 柴 


贷 如 在 图 18-7 的 那个 图 里 , TE PATTES Ma 与 Ma 2, DS 
能 将 这 点 加 到 8 里 ， 以 构成 一 个 更 天 的 内 固 集 GAA, de ER LL 
DM 


图 187 


GE?) 为 了 在 一 个 分 必 Jr 或 h REE MAAR, Em 
PERF MA, RE TARE, MRS BIE 
KIRKER FFAA. g 


CAL] FR 1-3 ERRAI W 的 图 C, TAER DERE JEA 
Ft, JENPÉFIUAGS e SEIS, mitos 
e Ri Us a HR Ye XU fe, 

由 了 一 构成 的 于 图 , ERAS 
dick: 歼 这 个 子 图 有 一 个 极 大 内 辐 集 由 
o REDRE "E" 的 顶点 所 构成 。 按 引 
UL 由 六 一 BM MRE, YR 
KADR, EAEL E” HRAN 
Fir 08 X — M, 与 20, RAR IE 
AF, RUBS, ES BERNIE 
[E 集 。 由 引 理 3, DUEB C BRDA 


pu 


EU 


, 


AX 中 因子 


54 ”哈密 尔 疾 图 与 半 因 子 

在 有 限 图 GF 里 ,一 条 哈密 尔 时 链 乃 仅 过 鲜 一 大 点 一 次 的 链 ; 一 
个 哈密 尔 于 图 ， 乃 仅 肖 每 一 页 点 一 次 的 图 ( 起 点 除外 , 起 点 和 称 点 
总 相合 ) 。 

TEEN PRE- UERY ARE ERY 
称 图 , IAS — hi b AD ic — Ie ER, 反之 亦 然 ; 每 一 哈 
RUNEAREN, RTA, 确定 一 条 哈密 尔 顿 
SEP RARE BG EN EURE GE LL), 这 里 就 不 
RURAL, HORE ME G- CY, U) B, SRT DAS 
求 一 个 部 分 图 Or, V), 其 所 有 的 顶点 都 是 二 次 的 (这 个 部 分 图 乃 
由 一 个 或 几 个 不 格 交 的 轿 所 构成 ) ， 我 们 便 遇 到 了 一 -种 新 的 问题 。 
一 个 其 有 因子 的 对 称 图 ， 可 能 根本 没有 和 
周子。 看 图 der MAS, gU Dads 
es DUE, HR 


子 , 但 这 个 图 确 无 御 办 子 。 
生 因 子 的 肝 求 ,将 如 第 了 8 章 所 指出 的 Bon 


JE TETA RTA Ae JE BUG PDU A ALRI SE f 
HFA, EE ME, 我 位 
ARATE ERA MEG, SEGUE, BRET, 
DAT LASSE MA AEP, WERE A 
HRA. 

(ALY GREER, Kirkman) dM MER AERIS 如 何 
安排 这 些 关 员 的 座位 ,使 在 每 交会 纹 中 ,每 个 天 只 都 和 不 同 的 人 邻 生 ? LEE 


inicio 


X6 sie + 因 + 
ETS PRY 

SAME FE PSP T Ca, by cy o i, ja REEL 
SEAT AMIE HE. TUE. S 
齿 仅 有 五 个 不 相交 的 医 ; 

abedefghijka, 
acebgdi fihja, 
aegotbkd; fha, 
agtekejvhd fa, 
Gikgjehefbda, 
将 图 19-2 IGNORE Ge LA TTD SE GRE 
Wege, Ig nose. By iL Inl PEERS UE n REF 
EPS LA 

I2] (BEM, Lucas? abe a,b 
Gy by e, d, FAD, FPR. Hla LAR 
FARR LEUR ACL A 9 BS A 

RP PR IL EEL ARH IUE [P 
个 数 。 共 有 三 个 互 不 相交 的 图: 

aübbesddeef fa, 
athdced} eüjfba, 
aëv fradber f da, 

这 些 图 的 夕 得 , Toes TREA RAE 19-3 
ROBBA REL, LESE PIE 上 的 字母 不 动 ;何以 
URAL EREE, BUR 
FR LA REESE BE APARTE. AE FL 959 2 IN 
PURES 

[5/3]. BARI, Hiba HAT n JE icm jm i<j, 
FERE n 个 复 变数 的 丽 数 : 

Fen tay s 2d m TE (ape, 


图 19-3 


PARES TUMORS A ORR, BARE 
SER Fe: 


aa) sc OG TA 


dye, f MABE, FTA LL | 
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的 猪 机 的 乘积 ,其 让 s io …， DIE, 2, s 内 的 某 一 排列 。 为 了 考察 这 
料 的 分 解 是 否 可 能 ;可取 PEA s tay s Sa, A pa BEDARD 
Re ej DANS 0, DNA C ART 
TPSIZEMAPIR-T., 

定理 1 (APA, Peterson) — A= 2b RABAT 
RDA ee 

sid. Es E DUELS Ae L8 MEDII CIS DL RS — 
F8) ; 按 第 17 章 定理 1, 这 个 图 有 一 企业 拉 圈 , 将 每 一 边 按 行进 的 
方向 纵 以 定向 ， 便 得 一 个 拟 对 称 图 G ， 其 经 一 顶 皮具 有 等 王 ER 
ACKER. PER TI 党 定理 2 的 推理 , 可 将 9 分 解 成 大 个 
因子 ,这 些 便 是 原 图 的 侍 因 子 。 

定理 2 (AMR, F. Baebler) 一 个 = 路 十 1 elfe TE 
图 ,在 


min | Us 122b 
gi 


的 情况 下 包含 大 个 互 不 相 灾 的 宪 因 子 。 


事实 上 ,在 这 样 的 情况 下 ,这 个 图 有 一 个 完美 的 对 集 ( 第 18 章 
定理 6) 。 不 属于 对 集 的 边 ,构成 一 个 25 次 的 齐 次 部 分 图 , Bea 
LRA ADRE e POR CEE. EE 

[9j 4). 36 25-72 NIUE, BRRR, Afi PE, LEY AIRS 
相同 的 邻 孩 , TH oro b HABUI. NAIL Te 2h + 1 次 齐 次 的 
EARL, SREY PINS NE, ELE Us, 2o 26, A E v nra 
DIE 


O RARER RARI uI T TR 


ET 


198 wie op aF 
RRS RARES EURO GE E (DSi e 4 ER 
子 ,在 “四 色 疾 题 " 里 起 特殊 作用 ) RME RARE 
图 人 是 四 色 的 ;六 象 对 称 图 一 样 ,有 一 个 格 隆 地 图 数 9(w) , 且 


max giz) max J'x|=3 

第 4 章 定理 4 指出 色 数 是 79G; 8-14 GE X), 

SHE ET AMG, RM See? 其 答案 与 全 因子 
的 存在 有 密切 关系 。 每 当 避 有 一 个 全 因子 V, 6 便 有 一 个 完美 对 
E W-U- FORMES Wt. Pointe, W ifte 
Hd, BAM 其 去 掉 之 后 , 便 产 生 两 全 分 图 (每 一 
分 图 演 少 各 有 一 边 ) 的 , 导 做 这 个 图 的 地 峡 边 。 
UU Gut pn TAS 


is 


ay aan tte em 2 推 得 ;第 一 部 分 剧 可 由 第 了 3 
章 的 艾 尔 拉 引 理 推 竺 。 
,82" RRS DEA, 
SCR FEAL 20 = Co, go]E V À 8 HER PEMD ny ve IP PR 
一 贰 点 m? 并 自 该 点 到 原点 五 作 - EA LP Ed G, AA a 
ses REE Ir], FU AC ao 恒 如 图 19-2. SERA AE (RERE s uo RS 


à 


—< 
dox vv 
A NC \ 
6^ /© ^g < 
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FTF-A). GARR, HATH 194 上 所 画册 的 七 种 类 型 ; 用 
"y HERS k PPT Mik, Beas 18 章 定理 3, m 等 于 混合 点 的 分 图 M 的 
MB KARREG, 每 一 分 图 My 至 少 有 一 出 边 。 交 于 My Ha, 其 
个 数 是 一 偶数 ( 因 清 一 条 粗 边 走 进 M, ASRS ERT, BS 
SENS MO 。 故 分 图 Ma 的 个 数 m UR. 

a mens. 

计算 仅 按 一 个 方向 定向 的 À bmi A A 

(2) Ng Bry = 2n4-- n +2, 

计算 仅 按 一 个 方向 定向 的 妃 的 粗 边 的 个 数 , 有 

(3) Tinat ny lcm. 

HOSA -1 和 (3) (条 以 “四 机 加 ,得 na — 2, RPI, 

一 条 粗 边 us LRT PSE, EE 17), 过 ut 的 一 条 邻 边 有 -- 交 鱼 
Gk SARI ur) 。 

推理 BOR. RIK! Boop Ri: Mn 


Cou, XT En He WIS ORG, EERE tm 的 
ZSE as W= (Wu) U (a WHERE P TERRAE 8 t 
2^ 2OREERRUURIL t 与 t ELÉ G EUR ve s Pb UR 
一 点 中 ,在 ty HY BIRDIE da, È ay, ca DAX ts 以 作出 图 G'， 
O 是 一 个 三 次 齐 次 无 地 南边 的 joie 包含 tm， 
SPAT ADR RPE BA ts 与 
X34 (Rab Ihe) nares —] 若 所 有 的 
AAT FI JE EIER, CE 
HEL, LMT, MARGES TURAE A A O, 
了 -等 ,第 合 Uc, Un, ve 等 各 由 GTI AHORRO 
所 构成 | 
E Ue PRAM v 与 w Brio, RARE C Hp 
BPE, KE URGED, BRIEM, 县 将 其 焊接 为 一 条 


200 199* 4 因 F 
EO HG 对 于 与 wm ISL, MAL BMRB SRO, 
fA TEILT, EL ERI, MARS 
a EO, D, ++ MPAT EO PRP 
L 定理 5 PSAP REE <0: 


LP TES 

事实 上 , BH- TORRE, EUR MEAMME, 而 将 这 个 
RAVE UUM. CAS UB BS HRR 
Wig — SEMAN LIME. PR ROR CAS t0 Cd 
RR APR (6 BS € ÉTÉ ES, 


车 所 有 的 地 峡 边 在 同一 条 皇上 ,将 不 存在 非 全 和 点 , 控 上 面 的 
RER PARE RET 
SEP UI Bn '2 De 
n 必 是 偶数 )， PRÉPARER LR RR RIRE, SR Op RR 
RRAIN. 
须 注意 的 是 , 所 有 三 次 齐 次 图 , RTAMRA, 也 不 总 有 哈密 
ACE: 网 如 图 19-5 的 那个 图 (这 
BERA 3), 
GE, O. A. B. Smith) 
de-cÓGPRABUB, tibi ihr 


个 


BRAKE APRIRE, IHE 
BAL: 假使 存在 , 下 图 是 3 fe, H 

HD, 
RER HR EDP ON EB ae EEE m AR AS (ÉD MA: 
KUDEAT DWE AH tk), BA BRR 
长 的 圈 的 什 因 子 je HRS SRE IR + 有 三 个 两 色 移 


图 19-5 


a^ 


PC 


D PRP MER AE E 


PAF mite), pam) 53 pain), B. 

(D mir) tuslr)+hr)=0 (mod 2), - 
反之 ， 对 应 于 具有 5, 个 偶数 长 互 不 相交 的 初 航 围 的 特 因 子 u, 可 
能 作出 2^ 种 不 同 的 着 色 方 法 7, RAC 对 所 有 这 些 着 色 方 
a RAL 

so Pps (mod 2), 

由 此 ,有 

. Q9 (mod 2), 
RUE. 
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在 上 一 节 里 ,已 用 ~- 种 简单 方式 ,形成 了 站 因子 存在 的 充分 来 
件 ;现在 来 寻找 一 种 更 强 的 条 件 。 

RG RGEEGKCA REIN TAPER. TG EA G 出 发 , 按 下 列 ， 
方式 构造 出 来 的 图 : G 的 每 一 项 点 ", PaE EA U= (us, 

Sd. 代 以 4 个 元 素 与 2 一 2 个 元 素 的 两 个 集合 : 
I (2) = {iy zy Ab 
Ye) = (ji, Bay vs Beads 

dE BE p Ri, RIFNA y= I, a] 作 
—ili t, WS C Xe) 5 CXC’) (AH 198), 

图 召 的 每 一 完美 对 集 , 在 G 内 确定 一 个 中 因子 ;反之 ,G 的 每 
一 人 因子 , AG 里 确定 一 个 完美 对 集 。 因此 , RET 
BARE: ANA 到 是 否 具 有 完美 的 对 入。 

RE G SAUL, A EE 
子 ; 同 样 , 除去 GALA, 因 在 此 时 ,可 以 消去 这 种 大 
点 (将 这 藤 虚 的 两 边 焊 夸 起 来 )。 换 导 之 , 即 对 每 一 硕 虚 26 X, f 
有 


n BYR t 8 T 


Foires, 
a À icd VEN 用 n gm X -S BoSCETIRE 


(0) 98) — ra max NT! ABD. 

(D Za Nig > X(a)c8, 

(23 Y &)nSeg-oYücS, 

(8) {a/X (a) CS} 与 (/Y (0) CB) Horde, 


[EI 


BETERE (CO) igi S rt, 其 [S] Bee EE (0), (2), 


(3) 。 
AD HEEL, HILO ES, Xi0nSegi i 
Kime X (2) NS; I B= S— {eo}, 
YC) c8, R 
p So) =m (8). 

3-25, de Ya) t8. 将 有 m8 =m 0-1, 让 mg 
.= 和 5) W 加 BE XS 所 成 子 攻 的 两 个 互 不 相 变 的 分 
Bite, MRA 
3) >p) +1, 

[Sel = 


"e 


CRE AKA: 208 
由 此 ,导致 
(So) ~ S |» S) —1~ [S] +1— max (p (E) — | ED). 
EZA S< S E, 
有 2: BME EX, AYONA 45 FOES, zE 
Ke T-8— FOND: 有 


ITI «SI. 

HIGOS, A 
FACES ION 

EIOES A 2 
nO) =p), 


m— )2p(8), A 
p(T) -|T >p) -|S|+1>may (p(B - | E). 
引出 矛盾 。 
有 (3): BRAR~oSX, AX@CS,Y@ cS; R 
HEF (a), HR P-S— Go}. WA 
BCP) =p (8) +1, 
| P| =|5)- 
了 由 此 ， y 
PAT) -|T| =p (S) — S] +2>max (p (F) — |E). 
5BBAJÉ. 
涂 特定 理 在- 个 图 人 里， da BBP ARAN 


相交 的 集合 4 与 8, 有 
giá, B)- £20) -24| +2B] <0, 


” HIS RER ORR TALLEN ERR GK 


om . "PE 
max (p (8) — [81) =0, 

毛 引 理 , 只 须 考虑 满足 (D, (2), (3) KRAS ZER 

^58, BK 


A= {a/¥ (a) CS), 
B={b/Y (D c8), 
4 与 如 是 百 不 相交 的 , 且 
[Bi Sd) + i40) -2 = Ba) + Haw) -2B1, 
BARS p (5) ;和 Y CO 80948 C 形 如 C= {9} d 
GEV (a), aC A, BeA 
. Ea 2) = (o) -2| 4l 
个 。 
车 人 是 不 与 了 (4 相遇 的 分 图 , 取 
C fa/ F(z) nO), 
MONA=S, Bm, B) 与 JC iini e, dH S 
Y (4) FRERE Ü PRR a (A, B) ,由 此 引出 
BG) (4, B) + Dala) -2|41. 
BORNE 
so Ommgx (pS) 8|) 
max [g(4, B)~2|A|+2/B]— KAOT 
AH. ; 
SUGAR, ARR MARS 
REE 


D 涂 特 所 办 的 这 个 条 件 ， ERRUA ESTHERSETADR SR / (7) ELA e BARRE 
PRM da (8) Me n de X ARERR RN RE! 
Qo 7 arf) (eX), 
e ey OP UA, B) +O dt], (4) B, ANB=Ø), 


SERA ERDE TAR ORES WIKA 


ELE LIII] 


56 & x 


EAA (X, DDM, ga BEER DA RUE 
BAER, 这 痒 的 顶点 o Mots Mo ER E, TUS c 和 所 
得 于 图 的 每 个 分 图 原 只 用 一 -条 边 相 联 , 则 + 称 为 简单 类 点 。 

[ea 1] BEN PRE ETS AMEN ARE à A REN 
BS, ERA AR . 

[502] (eet BX AAT AMMRAAMRES, BRACE 
REY 可 以 互相 沟通 ， 便 政 Le U, BR SUPER UE ES MRA 
BE A Bye A trat ie — s HER. 


a fpem. Gm 各 是 一 个 断 点 ， MANS 


v ‘eux Le es RIE eer ere rs 
58 C E Cs WC WIEBE o, R O BEEREK b: 
在 原先 违 接 的 那个 图 里 ， 每 一 联接 4 Ig b HUB ERA ERE RE 不 
可 。 - 
2° SEBCR DERE BS APTE a da D BSBERERÉSE co, 出 由 三 一 {ao} 


. RÉ FERA, tk mo 是 一 断 点 。 


Wr REA, AUSSIE BS 12 3 BESTE RERGTBEEAE 2: t 53 — fedi 
SABO, de MERA G E, É Eh y BES 
Bt de, y) V — Th z 5 y MAER, Be 

dés) =max dis, y) 
TASTE HSE 4 
GAAMSIEI UNO EO TTR | 


ste ， Ank HAE 
RA. HN, 06 EAS PILIS AU Re XC 
” ”pramin dkn (PHE). 
HACX, W 
dala) 一 max de, y) (RF A KE). 
=e? (BFF, O. Jordan) REA 8 取 简 单 断 点 20 作为 


了 在 由 三- e nis FE 
date) 一 
189—358, ARETE IP ERI " E 
B+A; dp(wo =p 或 p—1, 
HER E. BUG Be A, 有 dalzo) <p—1, WES 20 AES HL 
BCF AEA o 将 满足 
día) ~p-I<p=min dia}, 


E PAS A, x 


Erg: 

2^ Ead X — mm EEE), HR C: 是 
AX — {eh Bit EE GLAS os 的 那个 分 图 。 MOREA OC Où, c 
deis) =p; BBM AME fefc Hat ¢ RRO 里 去 ov BEE 
的 一 项 , 贡 . 

d(a,) 2d (ay, c) -d(z,, e) +d (ay, e) 14 p, 
En BPG BaP, 

3” 由 此 可 以 推出 C44 及 1 RE H E PS ZR PA BE de) 
=p- LFE e MEA o ABLAT À MATRA HET, 
Hô B Er iiA A 

d(x) die, E din, do) +d (mo, 0)>2+ (pl) —p+i, 

(但 e BD BAA) 

pa RAR PD REENE ED 


# 
+: 


B zai E . Ls 
事实 上 ,一 个 树 的 每 一 定 必 ,也 是 一 个 简单 断 点 。 
定理 3 人 宇 周 点 决 不 能 是 一 个 断 点 。 


事实 上 ,最 zo BT ELE, 
do, 2) max d(s, DI 


FR 2, 
车 加 是 一 断 点 ,由 瑟 一 {zo} 所 成 的 子 图 , SS s 
FR 2 的 某 一 分 图 的 点 , 划 
dis, 2) =d (a, %)+dizo, z) 2 max dis, y). 
E 


GERA. 
5 F TH B 


一 个 图 G, 苦 是 速 接 的 ,用 没有 断 点 ,叫做 不 可 断 的 。 这 种 不 
ARNE IER MERE, RAER- AREE 
ROL, SE DAR S HERA, 

Wikis enger) SERE (SEHE Dirac MEL) 在 一 
个 不 可 断 图 G 里 ,对 每 一 联接 二 相 异 大 点 品 与 呈 的 初级 久 


fe [aay ais ss ad, SAE RR AR n a 5 
之 相应 : 


(1) p Su" EX a 与 各 为 其 端点 ; 

(D a! a" ER os on AH ATLA 

(3) e a") À a xí e, BBA jn KER 其 指标 
Es 

对 于 长 度 为 LRU ue [go, a], RENÉE ao 不 是 
一 个 斯 点 , 出 存在 一 条 链 p^ 自 ao 走向 as, 不 使 用 边 [ao, 21] , BL 
u" = [ao al, EERE, 

JUR E BDS T Ae ECHOS EH pM, REE hA 


ihr 


d 


208 LEES LES: 
DS — Je BL RE 

= [dos Gry t, Ory Gest] 
ZEFA, . 

Jü n°5 ua" 让 联接 ao 与 av WE CD), (2), (3) 的 两 条 互 不 相 . 
RSS 问题 是 要 证 明 在 co 与 a... 之 于 存在 两 条 链 o 与 wh, R x 
相同 性 质 。 

联 Go 与 mn, PERDRE v —» [ao, Gal, RL or (BE 
RR, KER los 将 是 一 个 断 点 ) 。 用 © Hol si 最 近 而 又 在 
[ao ax] +w Cao, ax] +" Tao, a) ERY v 的 顶点 。 著 干 情况 将 加 
DBR: i 

第 一 种 情况 : esa, MORRISA 


Hom by 
Her. 4 
第 二 种 情况 : aas He ular, al, B Cu! d nu^; ` 
RECE, TR - ‘ 
Ho= p [ao, £), 
po= "Tao, a] t Las, Geer] 
第 三 种 情况 : efu. HERMANN HA cC uw ocu; E 
LI W 
Bs ui Lao, a] + Tas, Geral, 
Ho p" [go e} v[m, aryl. 
y 


Mel: 


*oxuwm : 208 " 
第 四 种 情况 : 2C p. 2400, baa, DO aca, 其 中 
gx Ro, ep WA, 5 o, BSE, AE u^ +e", der ps 
RE a, € o" (参看 图 20-1) , 取 
Ho 一 所 [ao aJ Las, tes, 


whe n Lao, ap] + pe te] Eb, Gees] 
这 四 种 情况 概括 了 所 有 可 能 的 状态 , 故 定理 得 证 。 
a EVENS MEE NWT EER SEs, RT 


事实 上 ， P u= io, ia], 0216, 轨 ， 划 因 图 是 速 楼 的 , 可 用 一 . 
FONE u= La, a, de, o, On = DRL a 5 b. 
Hen, ytu, WRIA . 
Ho— (a, a] tut [b, y]. 
Pogu, yeu, HORM 
Her le, a] +p La, x+y, 5]. 
OGÉs€ n, yew, SORISSIGE D 
Hola, a+ ple, 5]--[6, y], — $72» omer 
He Cu, yE p, PORE 
Ho [o, #]+ule, y+ [y, 81, 
定理 4 在 一 个 无 环 不 可 汤 图 里 ， 


aa. Mese HE fe ep 
事实 上 ,发 几 = Lao, 2, +, oa] 是 


[0 e] m6, [85] 7t; 7 
SMART. PAR Boma 
B oo 5 a. BRIBE REN Ac ESL AP eT ER n 
与 uh, BoR o 与 utp" ABRE TRA GE ae 之 后 ) ,用 


4 


an aie Hit 


VE n 5 +p" BBM TER Ge a 之前) 。 


,第 一 种 情况 : 2 一 my 一 a0， 在 这 种 情况 (图 20-2, 上 图 ) SOR 
Lao, a] HE Lae, ao]. A 
第 二 种 情况 : ca, gx co oC yew, 在 这 种 情况 (图 
20-2, 中 图 ) ,欲求 的 圈 是 
Blao, 2] + bw, y] [s ax] gei" Lass ao] 
第 三 种 情况 : Aae, YAM, DE wu", YE u^. 这 种 情况 和 -一 
情况 同 。 
第 四 种 情况 : ana, yao, Ep, y Cu". 在 这 种 情况 (图 
20-2, 下 图 ) POR ME 
plao, 2] s Ce, 9x] + alay] +e" Ly, ao]. 
第 五 种 情况 : caus gua Cu", YE 1， 效 种 情 吏 和 上 一 


这 五 种 情 吏 概括 了 所 有 可 能 的 状态 , 故 定理 得 省 。 
定理 5 RET DER ERTS G， 下 面 的 条 件 是 等 


EEDS). 

()2 Q2) SREB e 5 y, TIRE RER ADE 
(AG BARD, LAWRIE: He y 属于 这 
ABA. 

(2) => (8) aii (2) ,图 是 违 搂 的 ;但 另 一 方面 ,车 存在 断 点 ,被 
下 个 断 点 牙 陋 的 二 从 4 与 将 不 能 在 同一 条 初级 图 上 ,这 与 (多 子 


u 


Se oot us Ni m 


(8) (1) , 据 前 一 定理 。 
现在 来 研究 一 个 任意 的 图 G5 He 是 断 点 之 一 ,而 妊 是 由 于 多 
+ 的 消去 ,分 高 出 来 的 看 图 之 一 :由 CU (o Hu G TEES 
各 的 一 片 。 一 片 民用 一 个 断 点 和 图 的 其 他 部 分 相 联 。 每 一 片 可 能 
包 合 其 他 更 小 的 片 ; 当 一 个 片 不 再 合 有 别 的 片 时 ,使 阔 这 个 片 是 一 
个 极 小 片 。 

这 些 概念 可 用 以 建立 一 种 简单 的 逢 断 ， ABARAT 
REI CREAR EE 4 与 是 一 个 初 胡 圈 上 的 相 异 二 
点 , 划 总 郁 将 不 同时 包含 < 与 5 的 那些 片 去 掉 , 以 简化 原 图 , 最 后 
剩 下 一 个 子 图 ,其 边 多 于 一 : RZ. PRAMS, +, 
图 ,其 边 多 于 一 ， 这 个 子 图 将 是 不 可 汤 的 , 且 合 o 与 6; EME, 
确 存在 一 个 初 家 姻 反 过 4 与 5; BS eT BERE E. ANR 


EAU MS TAA AE Pan D 及 一 黑 后 , 如 图 、 
20-3( 左 图 ) Hrs; HAS RUE KE, BUESCRBOBBUS EORIM y 
HB-B RAV, AERA, REBT TAR 
tb PER RER BEE REGE I AR, BAR, BE) 

SMR IRAN 20 3 OPEN CERN, Br — HER, A 


图 203 


GIRS o 与 b; BAEZ, SEDES (BERR) AT ABER 
. ftr HE GRR) ACRE TRE. 


aid LEER- CEEI: 
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Bien [X MERA G = (A, U); ACX 是 一 个 非 
Sete Hil X — ARTA AE 
ARRA RERNI e INT OE 

AAS, ER CALAIS IHE, REUS n M ER 1 
ALARA EHR. 

AEG, JUN SCIL EE Tae NME, HOOVER 
BARR, H oC), BEA Jy — BE >0, 而 图 G 的 违 接 数 
oO) >h, ENE OE h- Be. 

IRD 竞赛 程序 者 ” 贿 加 某 项 竞赛 的 有 #= PA, 当 安排 这 个 竞赛 人 

.之 天 的 对 搞 ， 县 将 对 抗 的 次 数 限制 让 m 以 内 ， 则 连接 数 是 一 个 重要 的 构 会 。 
落 有 一 小 部 分 竞赛 人 不 可 能 是 隔离 的 或 有 过 多 对 手 , 朗 朝 + MEL m 条 边 的 
代表 图 有 上 比较 南 的 连接 数 ,这 个 竞赛 将 是 公平 的 。 例 如 五 个 贿 加 入 九 详 对 抗 
的 茶 一 竞赛 ;用 图 30 了 4 的 那个 图 永 表 示 ,这 个 图 是 3- 联 的 ; 三 个 参加 人 的 断 
#, Net A Be ADEMA 26 AAP, BEF PR 20-5 的 那个 图 这 


Rey 


Bom 图 20-5 


[P2] SORRE ERR, 使 其 一 个 地 区 ， 
或 多 个 地 区 完 天 顶 立 ,一 般 认为 这 是 对 政 国 考 济 力量 与 军事 力量 的 至 命 打 
dé. BUB: 必须 收 坏 多 少 交通 线路 至少), 才能 达到 这 一 外 的 ? 作 图 
(X, U) AE ARERR BASTAR TSEAN , THARE 
ERE IA ASA ET ERED P DURE ERR (ONAN: UR SRNL, MR 


Le) HET BE SR Ro 
A RITT MAD FERRA U, di , SER TBE Aaa LR, 这 
~ MADAL U EAEAN, EE u S o AR, AI uE do, BURR Ete 
TERI 20-6 CEHD. RHD, 答 出 右 图 * 这 个 图 是 3- 联 的 ;对 应 于 晰 集 
rs ny HART HER RON, QUE LGARA EA HAS 
以 下 ,5 表 一 整数 0; ” 阶 的 图 G, RIA “A, HR: 
(D GARE, 
(2) hn, 
(8) 不 具有 断 集 4, 3E |A <A. 


一 个 图 和 是 2- 联 的 , LEA SER: 现 将 加 以 
4 abbé BPA FL ESSE TO IIS OEY 
事实 上 , TE RR, Mie RSE Eo 仅 是 
h-I, WER LUN, HS 4， KEE 
RH bof . 
h-1«(n-1)—1—2-3, 


TIRER men 


pins 


ripis icai eee 


en ed Seb 


E Oe Me wet 
DII DEM WEA, 异 于 mo EPEAN: TERSA 

ER, H A =h-1<R, RATE RER, TR, 
EET GR BAM, BH NESTE G 


EG- 1) EN 


MRL, hn BH ^ 
h—li«n—l-m, 
RAM, STENO, BA 2-1 AERA dk PH 
Eh- 


ARA Whinney) 定理 NRA ARE 


REE, TEE ao 5 z "TE BE RARE 1. 面 
RER I REER WEES (S — 1) PARA ( 且 异 于 ae 
与 四 ,因此 
n2(-—1)49-h, 

RE, 以 没有 断 集 A, 其 14| nh, HETER, FE X-A 所 
成 子 图 的 两 个 互 不 相交 的 分 图 里 , 取 二 点 m EE DE 与 的 
SH MIE A, HETER h TASAA 

条 件 是 必要 的 “于 此 须 证 , 车 C EIR, RIOR h 
SERRARIA, 以 联接 任意 二 顶 。 M A=2, XARRI 
RER RAED), DE, EE ER, 由 * 
[  MOEEI E EU, He, EME Ge 7 
E as Hz, Wik h eH RINSED) Bee, 

, G 是 不 可 断 的 【 因 h>2), a 与 * ART AA EE 

， 察 , 且 其 中 至 消 有 -一 条 是 长 度 >2 的 , 恬 为 


© [eas el ae, Gy 2], 
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顶点 o ay hr h eC: ESE to, ar， 
a) DLA PRAT en, Eie Ch ERAS RR T) , do 
H aa TIE BARA, KERE co PE 
用 庆生 互 不 相交 的 链 相 联 ，ae 与 ou 也 能 用 h KERAS 

4 AAS, HEME do 与 ex 的 所 不 相交 的 链 以 us, pas s ne 

ML LL pay pa, …, pa BATRE ia, KA 
点 m 所 得 的 图 是 全 一- 联 的 ,顶点 as 与 urx METERS 
Vis Yay oy Tua 相 联 ,其 中 没有 一 条 过 oy, BEE ESN HR 
于 pas es, Matty Pas n Paa 及 作出 联 搂 s 与 ana 的 下 不 


FRE, 
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1) HE me È ara 走向 oo, Rob ES À a ARE A 


BEACH, 取 
ELS pildo 61] riis age]. 
DE DELE PE De 8 A D a E 
一 点 (crt 除外 ); ERA OC, >L, SEI 
BG : 
' + 48 = paltos ba] Hvalba, wea]. 
BH DE 以， KI D SER TR 
BÀ = palge, ba] traba, Gel, 


em 


iibi o 


Mm MM ete 


D EECERCRUOREIT, WA vs ones 走向 do, FERE P 
Áo RUBBER TEL RE UL B, 
或 者 能 订 ji 与 W 中 的 一 条 ,等 等 。 

HED E, 有 如 上 的 修订 ， 则 修订 之 后 , 沿 兴 待 信用 的 新 急 
”ma RSE LN. 

下 个 做 法 MBSE SE ENT E NAET, Ñ 
SMARTER ua a, cs sy PEA BERE) E RCA 
后 一 定 可 以 达到 一 个 时 候 , 不 复 能 再 行 性 订 ,因而 得 到 小 各: 

A — pa Lao, BIH [Bis ars], 

ba) + velba Geral 


Mya = tiri Go Dna mra [9 s Seal 

的 全 一 办 条 链 。 

SSSR TAA THY B pa [os Da 5 Palas qi] 有 
一 个 公共 顶点 GF m 与 qu), MAREEA. 此 外 ， 
BHM vi ER, deer], Valdas ads ce, manas Gees] 295 
pa PEIB GRIER 0o $F aeri, AA DETTI) , BNA RORE pu, 按照 
我 们 的 法 到 ERE E CAS AENEIS ER, HIET 
推 知 ,没有 一 条 鲁 ui, uh, s eia RI 

Ehr Pado, ar] + fer, 4511] 

nm. 

LE P PEPERIT ET 

DET E 局 于 jn FR, ABB ars E pm; 将 pn BCE 
talo, air], BERE IRM UES: 

RL 58 B TIRE 
CE CS 


JEBAREMERT T Bi uL; AREAS vs 与 vs 里 的 指标 工 与 2。 


B 
a 
a 
3 
1 


[ET] nm 
事实 上 ,任意 两 看 , 在 GG EL TCA, 
dicte G' 1B, BO JH A-D RASCAL, 
enor OO T 
(显然 ) 
最 后 ,再 做 这 样 一 个 育 断 , 序 在 一 个 坟 - 联 的 图 里 , 为 了 将 共 截 
DE PI A AL 


Satan af se Mar OE OP 


HAA 平 面 图 


59 — EM 


一 个 图 (或 一 个 多 重 图 ) GENRE SERA Bese 
大 点 是 平面 上 不 同 的 点 , SOU Won MUR, LEEA, 
陈 端 点 外 不 再 相交 , 认 样 的 图 , 称 为 是 平面 的 ， 图 在 三面 上 的 表 
示 , 满 足 所 提出 的 条 件 , 称 为 拓扑 平面 图 , 仍 记 以 Gs SB 
过 弹性 变形 ,使 两 个 本 并 下面 败 术 重合 , 则 这 两 个 图 便 不 看 做 是 相 
BW 
LI] EPST AAE RATAN a, b,c, ABA 
RA- PA d, 一 个 煤气 厂 e 及 一 
个 发 电厂 了 BH AUS, 
三 个 工厂 及 所 溃 等 道 加 以 安排 GE P gg 
上 ,: 使 每 二 管 近 , 除 其 端点 人身， 不 得 相交 ? 
AE HI, 总 能 将 八条 管道 如 此 安 拱 , 而 
第 刀 条 管道 总 与 其 他 入 亲 之 一 相交 。 以 
, Je OH a 
moi BOTS, GE 
—A E HOE NERO Ra 
"BWR AW. MER C, s+ 等 记 面 , RAM DAR 
Tir MR, RECIEN v FALE ERE. MAE r 与 4 车 其 周 
RESE- ERU WA GROB B: RAI GEI UR 
虚 相 搂 ,这 两 个 面 不 是 相 邻 的 。 
[9/2] 一 强 地 图 是 -一 拓 并 平面 图 (在 洛 有 镶 的 情况 下 ) ; 这 样 的 加, 共 每 
-RAAR 3, LUE. Br UE RIS TSA ed 
21-0 hMi 9 35i d SAP, HORA ES. A 21-2 上 的 图 是 一 


TA 


19 ~ ee - 29 
DEEN, 
RARE SITE, A ARAR 
BS MTORR (na 21-2 Eno e , 共 他 的 面 c， 
df, gsh, i, j RARE 


7 


A 2-2 


Sl E BIER OH, 所 有 不 同 的 面 的 周 界 ， uk: 


CB AIN, RA: ETHER 148. 

BLEU REAR K, AUDE EAN TH S BRAIN ee. 
K. 

事实 上 ,去 掉 G du RAG, Hf AARE Se 
基 风 界 构 成 儿 阐 图 的 一 个 基底 。 将 这 区 重新 加 进 图 里 ,作出 一 个 
PHARM, 其 周 界 是 一 个 图 , WORE ATS 
有 一 条 边 , 不 在 其 他 图 内 ; 。 因 增加 一 条 这 ,所 可 能 将 肪 数 加 大 的 ， 
FB SE e UST, cO ADIT EUER AGE. TG IB AER, 

推理 Ge IOI IN Jet HI md 
BR FP JE 

nomt+f=2 (RAR, 
WE AMAT TRY TR v, Hie 
fe vtd=(m—ntl} +1l=m—nt+2, 


#20 ee CO wi 


由 此 便 可 推 得 上 述 公式 。 
TORO 在 一 个 平面 图 里 ( 非 多 重 图 )， 总 有 一 个 硕 点 ， RAM 


día) «B, 

Wb desi HELP. eR ba i 
RAEN, ~AT <2m, 另 一 方面 
wp UR PIU, EH BUR 6 ARE ARE 
BAA, pata LL 


nmtf s me <0, 


siga. 

推理 8 ER, HONTE, RMS a 
«6, 

XCR c, 一 强 地 图 , AAA DIE A DIMA, HAE 
T 2b BB BLUR HG T. 233 — Re Sn fit Dr . 
REA- T BU EDA 6 条 边 ,构造 其 面 - 边 相 变 的 个 图 、 


出 一 面 演 的 个 数 € 2m, BBE OF i P AE, de 


e 


Q=n~ -mtfs e m eg, 


3 
FREER, | 
推理 1 所 滤 的 尤 拉 公 式 ,在 很 多 情况 ,非常 看 用 。 
CII CRAD HAE EARME à ym D, f SIM IIS SE E + 
SABRE PERTE RT Fe REND ESCRIBE EEE AA BERI: 
SAE EUR, DUO il fe, SPT de 
LRA. 这 个 图 肠 是 在 面 的 ， 乃 得 关于 止 多 面体 的 一 个 基本 关系 式 ; 


C^ PRAE CRETE ROI X ARO PM Y. RI EX 
EAE Y KRE A TIR 026798 YR A, 


PS 


5 omui in 


n-mrf-2, 
[9/2]. 借助 于 尤 拉 公 式 , Ziegen MES IL RE (21-0) 
的 图 水 可 能 是 平面 的 ,8 T BRA] 


. d —nkme2-6+9=5, 

RARE A4 落 某 一 男 只 有 3 条 边 , 则 这 个 面 将 由 3 个 预 点 

所 构成 ， APREA AW MEET PARLER TEE 

SD). ASSET RE A Aba Ma, 一面, 2n, 18] >df, F 
18=2m > 4f=20, 


LAS] ARRAS TLACUSESEIUE ACT aS. RE 这 个 图 基 平 面 
HER 
f=t-ntm=3-5-10=7, 
dE RABE SBS, WE UA OR EE, uiis 
=2m, — TET, > 3S 5 ik : 


20= 2m > 3f=21, 

EGER. 

SAME ARE HA, AE A TAL BG PH see Rp 
"DES ACPA 21-8 上 所 见 到 的 那样 ,只 须 在 每 一 边 上 ,任意 放 
LETA, MENEREN 1 或 模型 2 的 其 他 非 在 面 萎 。 这 个 注 
有 其 赣 定 理 ,万 库 拉 图 斯 其 (Kuratowski) 所 推导 出 来 的 一 个 相当 
ERATE, RRMA AER, AIR HERR RE RE 是 一 初 
ALB CERE DAI 41269) ,a, DE io, EM REA o EB, GS 
到 的 MUR, EAFA, BE ula, 5] (a 与 5 包含 在 内 )， 
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aia PE vs ia taion ur t 


—À— ee 


202 Min Tod oH 
pla, 8[ 妃 此 园 一 序列 , 但 < 与 5 除外 。 此 外 , Æ G JT IRAE 
4 的 围 ,由 穴 一 二 构成 的 子 图 , ERC, 再 加 上 和 CI 
BAL sce TGR IU C OCT: 40 8— H o 
PLE ”图 必 是 平面 的 ， 其 必要 和 充分 条 件 是 这 个 


BLE HATE T qug 2 2 的 部 分 子 图 。 

EL SOC 1 o o8 2 的 部 分 子 图 的 图 是 非 乎 面 的 ; 现在 
EREE, SERE ORTAR 1 ORUM 2 fric HER EGRE 
的 。 

Ü GG BR ak Ae] ERIS RGB EAS eo D : 
PONTE m RARA, ERA R, IR EREXIT m Se 
HWA G, EIR. 

EGEA m 条 边 的 图 , TIREN 1 sic 2 的 子 图 , IEEE 
乎 面 的。 这 个 图 应 是 速 屡 的 ,否则 共 分 网 部 是 平面 的 ,因而 他 也 是 
FBGA. RE NA ATH, 否则 , SEPARA a RRJ 
都 是 乎 阿 的 ,将 斯 点 a Be DIR H ERTE E, RA aT 
BOR FLA A) AT G RAAT. 

L SERRE G aie, 如 ,将 仍 保有 过 4 与 了 的 一 个 
BHEIB v. RE E EORR EG G ME ABS Le, TRI, 
所 得 的 图 G' 将 是 可 新 的 ( 据 第 20 FOR Hee) ;关于 某 一 断 点 
v, Ip a H3 5 HAE C, 45 C, 上 

AC, BUR, oA e. el, 所 得 的 图 0; 是 平面 的 ， 盖 这 个 图 
不 合 模型 1 或 模型 2 的 图 ( 因 这 个 图 是 由 芭 藉 小 得 来 ) 。 因 此 , 可 
作 一 个 测 地 投影 , H O 平面 表示 , 使 边 [a, o] 在 无 限 面 的 周 愉 上。 
接 同一 理由 ; EO, 出 发 , LC, 可 ,所 得 的 平面 图 CL, 也 可 以 
ER, HEC, GEARRAR E. RR 4 与 5, BIR 
BROS G, HEFP. 

D 现在 来 研究 , ER le 01:28, —À 


a 


a ee ` 2 


G' 里 ,过 5 b MAH SHIT FEARI u RED 
HBS ELAM, 顶点 合 在 内 部 (外 部) 的 

GTR I OH) 任 一 外 片 所 能 包含 的 la, 07 的 大 
ARRET CRE À TI TA 


" RA, orte t AN, Mis kja BOR 
135, «UE (RC REA T, OUERT EMI. 
s ERE NOR THOS ido, b DX ido, af 


i Lena. 

3 E, RR foes BC ARAM pla, 5[ 及 p15, al 
RUBIO A PUT, BERE e: 13 Ja 是 两 个 搂 触 点 ,在 p 上 前 后 相 粮 。 
联 放 与 后 , 便 可 作 一 过 入 的 米 v, 至 在 之 外 ， 且 不 与 现存 的 插 一 
RARE (DGB Fete LE PCI ules, ADR wl fe, ex CA)» 

BAN US ol fi, dA, EBB, E vg 
MERHBA HM O RRR, 但 至 少 存在 一 个 内 片 
Os, KERERE GEER, o 与 将 能 车 面 地 相 联 )， 这 个 片 有 
FiO o 5 Ja tee La, ed 之 上 , 且 其 中 至少 有 一 点 
E udis, alto 

BEE Oy, 对 Ca KERU REE OS ERRE EE, 
BARAR BETH. 

DEE Abe, f, 9, h Ba C5 p AN, TAE 

#Eulc, di, fEnld,cf, gC€pla, bt, hEplb, af 
者 。 

BR esf geh, Hse eg, e—h, 等 等 。 

4? Be 与 六 一 个 在 四 sy, bL, — E pb, of 上 ; 便 可 ， 
Bee, f —h; i RA 215) ua HIE 1 RUE A 


Bk, 
5^ BBR e 5 f 二 者 他 在 ula, bL E, 可 以 假定 h=6 RE 
hte, hE p15, al, 使 得 一 个 在 4' HUEUEFRBSIED 。 途 得 图 24-5， 
这 个 图 包含 一 个 模型 4 RR 同样 理由 ,可 以 排除 6 与 了 二 
者 辐 在 nlb, af 上 的 情况 。 
6° Homa, fb (Bin fC wie, 50D， 得 图 324-6， 包 含 一 个 
BUS 1 BEA. 
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Te Bama, fob, 可 以 假定 9 一 4 15 hoc (RRR, 将 得 一 
个 在 和 55 6^ 里 所 排斥 的 图 ) PERMET ARR od 与 
of 的 的 二 链 有 一 个 以 上 的 公共 点 ,得 图 21-7 上 部 个 疼 ,会 一 个 


ELMER, BK cd 与 of 的 C 的 二 链 仅 有 一 个 公共 点 ， 


HA 21-8, 含 一 个 模型 2 的 图 : 识 误 。 


[T ` d 

所 有 。 与 二 的 位 置 , 均 已 加 以 检查 ,上面 那 样 殉 定 的 图 G, Ga 
本 不 能 存在 ,这 就 证 明了 定理 。 

定理 3 不 面 图 是 五 色 的 。 

PRON T 1, 2, 3, 4, 5 UT 

ABB Ba aT n—1 À TE 

AHORA, EUR, 自 此 出发 , EEN 
PRR HEL DRH RMA G, 定 
ES M 

事实 上 , 按 推理 2, EA HUE TELA 2,300, 1, 2, 8, 4, 
RETIRE, Eiir, PAS RUE GAS, UE Aa 
HEMARA: a, B, ?，3，s， 除 该 点 和 玉 个 不 同 的 顶点 相 邻 ， 
且 已 染 以 五 种 不 同 的 颜色 这 一 情况 之 外 ,机 点 ?是 其 易 染 色 的 。 

在 这 种 情况 下 ,发 c， b, c, d, o 是 与 MSR CR 
f o IUE BA), FRE a, 8, y, Ò, 是 其 相应 的 颜色 。 用 
Ga.s RE th a 53 B 色 各 顶 所 构成 的 子 图 ,等 等 。 

1° 车 在 图 Gu y V, 4 Seo AE, 考虑 合 a 的 那个 分 图 , 将 
其 所 有 a 色 的 顶点 , 涂 以 颜色 +, 而 所 有 y CARR GRR à, 
这 一 新 的 着 色 方法 , 和 图 G RRN, LER 2 URHE y, 8, 
Y, 8, 5 所 包 图 , 故 可 涂 以 颜色 a. 

2 PEM Gor BM, a 与 c REXEBERG , MAEA Gea E, MA D 
与 了 4 便 不 能 连接 。 交换 G4.; QR DP BB B58, 
便 可 用 颜色 8 Re, 

这 个 辕 果 ,似乎 可 以 改进 :下 而 向 竺 证 阴 的 儿 迹 , 称 为 四 色 狂 


车 引用 对 侦 概念 , 妓 达 个 论断 ,可 用 另 一 种 形式 将 其 写 出 ,更 
Tee Ac I XT LOC BI n eco PAPIRU. Oe PaaS, HE 
拓扑 平面 图 6" 与 之 对 应 : 


—————————— ras de -sn 全 


I 


—— 


p^ - mie om oW OH 
在 好 的 每 一 个 面 s 的 内 部 ， 放 上 的 一 个 顶点 2*， 对 应 于 
的 每 一 边 女 , 作 G 的 一 边 
w, 这 条 边 连 接 各 在 u 的 一 
侧 的 面 s 及 t 所 对 应 的 顶点 + 
a fay", 这 样 定义 的 拓扑 图 
G" 是 平面 的 ( 见 图 21-9) , uk 
接 , 且 无 孤立 点 : 称 为 G 的 对 
BA. ATER, WHER: 
1° G" Mp RP GS 
8 ome 二 图 G 5 G^ HIRE, 
2° 对 应 于 Gg — E G 的 一 条 悬挂 边 ,反之 亦 然 。 
8° 3e GATE BUG RRR, > 
L se GO EPOR E — IR, WO 有 二 次 顶点 GERE 
DOES 
[DI 4]. DÉMARRER (无 向 的 ) Ca Jed iu DL 
AER e (u) 20, 其 发 点 ty ACR à 在 同一 水 平稳 上 +。 在 G 的 无限 面 上 ， 
作出 相 异 的 两 个 对 应 顶点 世 与 28 DURA G* 12] 对 应 于 下 竺 平面 2° 
对 成 子 上 中 平面 。 验 边 we OET u HO) DACHE Lu?) secu), RUT 
面 的 问题 : 
问题 1 在 G ERRE 了 ;只 极 小 容量 ;部 极 小 化 
e(y) -È eun, 
问题 2 在 G* OR -RDS V", i ot ER e UD BU ME 
Rye Xp nen. > 
ORE 1. AE RE RE HR, OREL 2 等 价 于 最 短路 径 问 题 ; 在 平面 图 里 ， 


多 


O 若是 连接 的 ,G* ABE C,H C 不 速 接 , 这 个 论断 不 成 立 。 又 串 与 6 
的 月 数 一 般 不 相等 ,其 相应 的 p, v, c^ Hv HAP RRR 
. ^ Pp v mp, — Hie 
€ GHG' MEZIRE ARAL TAPES]. ‘ 


56 £21 a 
， 这 两 个 疝 题 合 而 为 一 。 
四 色 的 猜想 ,在 对 偶 形 式 下 ,可 处 进 如 鼠 : 在 一 个 平面 图 和 ,能 
RSR 


DATE 可 以 假定 没有 o, 1,5 2 奖 的 项 点。 po 
者 处 三 次 齐 次 图 ， 盖 每 一 次 数 大 于 IVER o. 在 着 色 的 过 程 中 ， 
.可 用 和 接触 % 的 每 一 面 有 一 条 公共 边 的 充分 小 的 新 面 ， 将 其 包 图 
起 来 。 简 化 到 最 后 ,所 得 的 图 G, SAER, ECO (RER 


WEBS) BERE 19 章 定 理 5, 这 个 图 的 色 胡 4, 
引 理 eT Tee. Wn u 以 一 个 叭 一 的 方向 及 一 


(=0 ad， 
期 这 个 图 是 四 色 的 。 


总 可 假定 图 是 速 搂 的 。 现在 来 用 逐步 确定 方式 , KEEA 
s ASEURBE PG). 

先 对 任 -顶点 mw Upon) =O, 

对 于 一 个 顶点 y, ARE ANA RRA o 
SB TEs n(y) 可 算出 Ptz) +0 (v, y) (党 该 边 的 方向 是 自 z 走 向 y 
的 ) Bt ple) — (2, y) EDRR AEG y ER s K) 最 后 ,加 
上 或 囊 去 一 个 4 的 倍数 ,将 结果 化 成一 个 数 之 0 而 <3, 

按照 达 样 的 方式 , p(s) OREO, +1, 十 2 或 9, RERE 
于 全 部 图 上 ( 因 这 个 图 是 束 搁 的 ); 在 一 个 已 知 的 顶点 上， 所 可 
能 定 出 的 pe) 的 值 也 是 唯一 的 { 模 )， 盖 著 取 两 条 不 同 的 路 


O MER Tu) ALR APH: iu) £0 (mod 4), — FAH 


b dnx oom BH 
Ha — ato, 9) 5j a> palto, SIDE pe), 图 da — p 是 面 的 周 
界 的 一 个 和 (被 定理 1), ik 

D x,(u)=0 (mod4) 


Dr 


或 
DDES rnu mas, 
在 每 一 项 点” LSE tp), BUBUCÉCIR t BA 
四 种 不 同 颠 色 加 以 涂 妆 ,使 相 邻 二 项 各 具 不 同 的 颜色 。 证 毕 
ERA BOR NPER IATER BONG NM 


1° MÈRE G WERD AHEHE a, 8, y, 8, 将 分 隔 一 个 
o RI B 面 或 一 个 y 面 和 一 个 3 面 的 起 边 ,打上 记号 了 分隔 
一 个 a 面 和 一 个 y 面 或 -个 B 面 和 一 个 $ INAS Eia 2; 
分 隔 一 个 z 面 和 -个 5 而 或 一 个 AI y 面 的 ,打上 记号 3。 
相 邻 一 边 不 可 能 标 有 相同 的 起 号 GEH 将 有 相 邻 的 两 面 , 具 
MARME). KAG 的 色狼 是 3 。 

2° 3: G MEME 3, 对偶 图 G’ 的 每 一 边 ut 可 接 边 u rik 
的 颜色 1, 2, 或 3, 分 号 以 系数 mt) 1, 2， 或 3， 再 据 对 齐 式 图 
的 研究 (第 19 章 ) ,可 将 应 边 定 问 ,使 满足 引 理 的 条 伴 。 
依据 引 理 ,图 GI" 是 4- 色 的 ,于 是 定理 得 证 。 


60 # pr 


CLÉS MEET Lie c Cin ER, mpm PUR EAT 
推广 , 但 这 超出 了 本 书 的 范围 光 。 此 处 将 仅 指出 某 些 极为 主要 的 


D gg M. Lefschetz, Introduction to Topology, Princeton University 
Press, Princeton, 1949, 
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ER. 

HEC, TESSERATI, RIDE 
3b. ARR, 称 为 拓扑 图 , DRAG, SRS HES 
如 的 一 个 曲面 , BE PTR os dE GES 
38S LW OG 的 任意 两边 撕 太 相交 ,oG 定义 为 3- 拓扑 图 。 GE 
是 一 个 平面 , 便 得 折 扑 平面 图 这 个 概念。 

Fit, HERTHA SRM, EMR E 
EPMA AA S PST 5, 在 其 上 画 出 若干 条 对 
于 曲线, 使 其 中 任 二 是 矿 五 不 相交 ,而 不 将 昨 面 切断 , 可 能 作出 的 
这 种 曲 三 的 极 大 个 数 ,定义 为 曲面 8 的 类 9， 据 此 , 球面 便 是 0 类 
I) SERE C CERRO R8 T 类 的 ,等 等 。 

BRER OD, EURE, BARE, 可 在 一 个 闫 数 
充分 大 的 曲面 上 表示 ;此 外 ， 关 于 任 一 8- 拓扑 图 你 ， 可 以 作出 


ASE G" 与 之 相应 ， PAE OPTRA, HE 


7 (G) SOREB G 的 色 数 , 取 
7 (5) - max (y (8) /G. 是 人 拓扑 的 }， 
PS) — max {nin foc d BOE SHAG}, 
BA y (3) <7(8). 
对 于 一 个 y 业 的 由 面 5, 取 


n= (Led anre teta, 


i 
FRA 
g=0 (球面 ) RS 
gel ER) mets 
由 ”现在 来 区 包 一 CARS, 著 每 一 点 zES AL ADN ES 


邻 域 , 这 个 空间 便 是 一 个 上 RACE, 可 以 车 仿 超 来 ,曲面 3 称 为 有 
SERRE LESSER T E b, HIER RS PEDRO: ch vos SERRE Rr Mns il Py 
RNS, ROTA d 89 — 1 KR AP, be OL), 


Aot i rival 


t seinen st 


200 KAR Fw 图 
9-2 (CMR) — 2,8, 


g=3 p —n,9, 
HRM (Heawood) 已 证 出 中 , 对 于 一 个 类 g>0 的 曲面 3 (Bn 
蜡 于 球面 的 曲面 ) ,Y (S) «m. 


现在 来 研究 数 7' (5) ; MAR (Ringel) 已 证 由 外 ,对 于 一 个 

类 9>0 的 曲面 8, 有 
n,—2xy' (S) «ny, 

MSA 7 (8) =m; 这 个 猜想 ,在 9=1, 2, 4, 7, B. 
于 最 近 被 赫 尖 湛 尔 (Heffter) WEH, TE g —8, 9, BARRE, 在 
很 多 特殊 情况 ,这 一 猜想 ,也 忆 直 出 ， 例 如 对 -于 环 面 T, 其 g 一 1， 
有 VO =7， 一 个 七 顶 的 完备 图 ， 可 在 环 面 上 画 出 ， 如 图 21-10 
所 示 ; 另 一 方面 ,有 v (D) <7( 赫 岛 德 公式 ) ,于 是 YO) >y (T) = 
T, 最 后 这 得 y (7) = 了。 


See, eH: D. Hilbert et S. Cohn Vossen, Geometry and the 
imagination (Wok) , p. 387 (Now York, 1952), 

® gm G. Ringel, “Farbensatz für orientare Flüchen vom Geschlechte 
p>0”, J, Raine, Angew, Math., 193, 1954, p. 11, 


~ 


附录 I 关于 朝 奕 一 般 理 答 的 注 


SRE MES SRE RM — Moe X; BRE 
在 行动 上 可 能 大 的 信息 ,不 作 这 样 的 限制 , 划 博 奕 的 定义 将 变 为 更 
加 复杂 ， 但 博 奕 静 律 所 绩 定 的 图 ， 仍 能 技 同样 的 一 般 原 则 予以 群 
Bis 

对 于 简称 为 \4) S UP IAE ERE I uk: 

P 一 个 抽象 集合 X. BERAS ATI: 

20 X HER SAR 1', 称 为 博 奕 的 规 德 ; 

9? dk X ERARE Yo, Xa, Vu) ;假定 

Xo= {e;r =Ø}; 

在 Xa HP E ER ROR) JUPE 2E 0D if 
E Xa 的 一 个 行动 上 ,请 主动 属于 博 次 者 (5). 

4^ Xa 的 一 个 分 划 党 一 人 Di Ua, cO X S HP 

= Pay Pays 

多 PACH A) HERR, CV RARER (4) Sf 
集合 。 对 同一 信息 集合 的 每 一 行动 *, Be Te 有 相同 的 个 数 。 

B^ Me RIAU, — UU dX Rn ES 
(r,/h C Ho), HAE 

(1) hpk more, 

(2) zCU => {nr hE Ar} =o, 
P y= rg, Kh Ay 关于 2 的 指标 。 . 

6° RAZ {r T ee QE, 一 个 基本 的 概 素 规律 
mo= (moig) 2€ Z), 


T? BMF X LTR fo 55 gio) , BH RB 


282 Bk Leg MAN 


EP AE, 
MEME Re TRS sa 初始 行动 mm, URE Enter 


规律 ro 在 全 BRL FES x 的 信息 集合 Ug FS, HE 
者 (人 对 行动 s XU ON Hct DA U. 于 此 ,有 
ao 一 Ta hE He). 
ROSES AE Hy MA 1 OB A, 这 将 殉 定 博 变 的 一 个 行 
Rarity, dEanC XQ, PRE LB) PRIUS EAM, EUX 
BGR HERA V CY" P ETE H, KARAR k 由 
此 引出 博 奕 的 一 个 新 行动 over, BS, GEBEN AID r4 
Ta, ABB. 
BEROR PÈRE o, HE, EMA, MERE 
TOR Fej oU, 笠 一 指标 上 一 coU, m cUC Ho; 这 些 策略 的 
Ré Las HKG ste UC À, (4) 总 选取 指标 
h=oÛ, BA LO RABE c. 
著 储 变 的 吏 方 , 分 别 洒 用 策略 o 与 v, AAA me 
出 发 ,所 得 到 的 行动 集合 , 奸 完 至 确定 了 的 ,这 个 集 侣 记 为 Gri à, 
72; 博 奕 者 (4 的 收获 , 按 定 文 是 
Flea, v) c sup( fi) sE Gio, 0), 
博 变 省 (4) 收获 的 期 望 值 是 
Plo T= mof (i e. 1), 
"—— — 
Glo, w= 2 Samo) gs ay Ti 
DREK, 其 月 的 恒 是 选择 一 种 策略 c, BAK a 
f IE BRON EN IA THEI AE LK, 
象 在 第 6 章 一 样 , 苦 策略 对 "ze TOME 
Fe, to) Fivn re (oC EG, 
Gros T) SE (0, te) (TE Zi), 


A 
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便 称 (ao, ro) 是 一 均衡 点 。 

带 策略 对 oo, v 代表 博 变 双方 记 选 定 的 策略 , RU BEE 
一 方 单独 改变 其 策 路 , 均 将 尝 受 不 利 。 

SEE FHRAL, OM COLS (B) I HUN © 与 7, Wü 
Zik (A) VASE Fior), R8 (8) Pli Gio 0), Hk ng 
DR P ACE or M 

(AL GERS MER SAT A 

t= [pe Xa) 


TEX REB delirio. 

BIR FES, 

[a2] HE SERTI ZR, mK, 这 样 的 一 局 。 落 用 
C RRO, (DIE; MEA AMR. WAE (D SEAR 
个 单独 的 二 奖 者 , 侨 际 上 由 两 个 朋 文 所 相 成 ,一 人 的 一 致 ,意见 却 未 购 过 商 
Bo CRRA EY UAE IS BOER SORT LR 
BIREN, S, E, 0, W FREENODE T HRA t , RABEN 
BERS, JO T AE AUREA 上 的 牌 的 集合 EAER ARE 
手 (车 了 = 名, RT RTRA o 

HRR MIR e, HIRE N, S, ELO RRM ES R 5 TRE, 

FHE S (© =h (Bd, g(a) RUD, hy 3 hy RSME US 
AMBIEN, Dit TIE A HUM RUÉLOS BEZS ETE as — (Noy Soy Eos Oo) 
RoTOBSAG Uos BERAIN S, Hy O, Ry DES GR 


RH SPEI EE 到 的 信息 集合 : JOUER EIEN 


SMMC REE (B) 3 
EWS O URANA MELMER RET CA) E "ti" 
f, FAP TEE HT AUOT XD HAN, 


Ferre ninos tt. e 


Powell cw Pai 


. Bi. 


294 RER I FRE alee 


ESS 

WTKR LED, ERA CE. Borel) 引进 混合 
RES, WTAE, EDEN (A) Rg 
Bae (eh, o*, s o^), HE Ya 上 者 处 一 个 概率 分 布 em G1, 
392; 于 是 有 tl 

S20 (k=1,2,-+,m), 
$us 

BEN, BRE er (9, unn EREN CO IS BR TERI. M 
SEI Ain cx， 也 是 一 个 形 如 0,0, 7,0, 1,0, +, ORRA SE 
LS 

PERKE Da ESE o", HERR CURE st, DER 
(A) BERT ASEM 8 (8197, 8"), $ 

BW AMER, EAA TEE 
技 ; 差 -种 好 的 方法 ,使 对 方 失败 ， 乃 使 对 三 在 决定 阶段 对 我 方 所 
行 所 为 尝 无 所 知 。 及 下 将 进一步 郑 察 说 合 繁 峰 其 他 更 为 重要 的 优 


PAARIS s 5 E, BCA) ARRA 
是 
Fis, D = FU v, 


SHS HT RRENDA ARER e, MRE TIR A P 


FiS, ty) SF, fo) (s68), 
Gi. DG &) CET), 


LIENEIA MERE 2295 
T8 3 fe (Koha-Birch) xu WAHR YN GEI 


NAE .4) 使 用 e ee EE A 


ao—max min Fi8, t), 
2 c 


SOR FEROS , HUST BERRUE NS E 


a,—max min F (c, v), 
oT 


因 UCS, # oom, HAAR, 其 中 aa; 因 
i, TAERE, UE ERENER, T URTER BEA, t 


[5/1] RD) Sere FBT XBUIEZE T, XE ] 


BEBE fi) —960, HEX 
REC EFIE 0, 1,71, 2 或 一 2, 如 
BI Big Fe) e CAEDIBUS. AE, T 
DUBE 一 >， 汶 图 是 有 限 的 ， 
SORE, 不 产生 其 他 影响 ]。 HE 
EFIKE A TITANA 
EEN 

ARRESE (2.1). 
TA 21 R ss POBEDU, Fo) FERAE 

BEEE E Sick: A) BIS AREE A) 与 C) 所 组 
BRO ACE BSEC HESS HUE UD) 只 有 一 个 成 只 。 BR, IRRE " 遍 
E. Hte EUR LUBE A Cn); DIS rh seat E A ER 
RIOD JE — HORE FER CMM, E 
SEG, CAT XE SOCII, ETE CA) EEE ART RES C47) Fara 
REC. ZE RARES À D3 LEEREN A BBN 

CA) ROBES ICE 


Fer DJ 0 D HET 19), 


| 


z96 HER I SF Ld 


XETACM AES SI MUT TR: 
(B) 
+ 
PV =i rF 2 


(A+ aiD'=1; ot "=1 
eU; sea 
oD PURI 


eU'z2; eb? u2 


SRE LA) RIOR, HEE o? Rot, DREAM, D 
Mastbkatoe [nessun 1). Bue GE EROR EE 
« - (o, 4.2, 0), tipico 与 0 ZEINEAN op bt RETR 
[E - 


Fe, 7) =0+- 
KERERE KEU Seam s [s 1), 所 期 和 的 收获 和 是 
F355 t= 
GE) PERON ROSE, 实际 是 一 个 线性 规划 。 ARE 二 
FEE A) ERARE 28 a, MILL MAREE NOTH s=), 
使 
T #>0 G1, 2, sms 
à sil, 


Fis, tipa (j=l, 2, a), 


Hi Foot, 可 = 路 e [TT 


e» ER 


Heh ji femme -~ kaj 
EI 621,2, m), 


34 71,2, -, 9. 


现在 的 问题 ,是 要 求 出 最 大 的 a, 使 这 此 方程 能 并 存 ; 因 而 这 个 问题 生化 
LINT 


a0 G=1, 2,3 m), 
Boat Gsl, 2 esn, 


Es, Be, 


HRI 关于 运输 问题 的 注 


Ret FUE GNI BETA TH EN DEA, WS Se: ELA 


tao Honbod dim, ji), ERER E, 


36-5 (sm), 
全 ane (asm), 
osé <é (Gsm, jn), 
@) DS aes ween. 


放样 形式 的 周 题 , EARNAN. See, IEEE LOS TE 
等 并 题 中 经 常 可 以 过 到, 芮 斑 在 某 些 更 有 理 驴 兴趣 的 问题 中 ,也 沟 
常 由 现 。 
A AME ESEADE zs BETIS EJ FRA, ARE RATÉ (Hiteh- 
excl) [71 frr 1941 RER RE D RSS, HT CE. C. Koopman) [9] 
FAL RE BUT HE NAT UE EMEA (Kantarovitch) [8] 研 
BE TRAME. WL, SERA (Monge) [11] ffe 1781 年 就 形成 
Vi EDS. SORES LT, TRC AR (Appell) [1] 于 


A EE E 


we adotta lé à Mis 


E es a 


E WIL actus 


1925 FERH i GATTI. 
(21) EOD S (D BEESUR PEE EUER i, AIR 
e a0, bj>0, d», 
HARRE c 加 起 来 ,有 


P = a, 


最 后 ， HATA iy Bay ty mo Vs Hes t Yna Tos By BIBER do 到 每 一 点 
A RAERD oL AT, À ai Bl v, CEU REOS of BUS, À yy Elena RE 
A b, PASA ERX LEUR — TR RRR, FEST BER. RO 
TERJE BS 8 章 )? 应 有 


€) — Suit Fe Be GeO ay. 


(3) 4), GERDA ADE Pb, d IE 
CET) RG MEST gms RER 20. 事实 上 , 在 相反 
ROME, TX 


= min di, 
E 
ed eO, 
ae 
SP DD +k Ba, 
HERRER E EUN 


RARE, A RAAT s PUER ERE AE 


L1] AHRR FER, 已 知 共有 m TRHA Dn 
iy Las org, Mig He DUC SBE e o, as BEA E y REESE 
RAIDE dh, KIEA x 共有 a RETTET yi RKS d) FI 

EH B SOREOERUED s RESKO y ER UK LEUR 
Sj A EVR hI ETUR ATR OE e$ = +20) e ` 

【所 3] AESA GER AIEE S 与 T, ASE 8 
PARA BORRE FER IUT T E, DEANTA 
Rh 


We I seme E: 
当 将 一 个 单位 物品 肖 点 a6 8 BEEN vie T PONI 1, ERES 
SURE s PU y HER RER — EG 


xx 
的 式 子 的 极 小 。 
(这 儿 的 问题 是 溃 入 的 , 故 能 将 求 和 代 以 求 积 分 。) 
SS RUS (ERE ES 


19 AMAR B.S EH oT, IA RRR yyy 
TEXEXEEERS THER OM SR RH RE 

2° HAHN Ry APR my; 分 别 在 FE AREE E, 划 
SOBER TIRE EE Ef. 

B-Ab ST SR, 

[m3] ADSM R LAF URE Votaw el Orden) 将 个 工人 
Eyy Toy 7 Ta PARLE n BIORE 加， Yas … a 上 工作 。 工 人 à 在 机 器 区 上 
CARTES dV, 这 个 数 易 出 试验 确定 。 若 将 工人 安排 在 机 器 委 ET 
fe RE 1, BAW 1 —0, sc PERE 

Ese ÿe 

TEIL BAUR Ets. 

由 此 1 恰 担 一 个 运输 问题 

[4] RRB LRA SRE, A Orden) 考察 一 个 
An PESACH), Jdg- MARE den, 20, BH PEK 
pen, ERA n E ic RS a fé TE VECTRA C 
m, 上 ?其 i p B9 Cie 这 种 同样 的 商品 。 

此 外 ,在册 


LI 


-1 


ZesXE5-h. 


moo FP 
lay m) LANE s ERE EL n] m; 运 适 数量 为 中 >0 Bf RE 
MRENE 动 。 于 是 局 能 在 总 运费 达到 极 小 即使 


` Shad 
法 到 极 小 的 情况 下 ,说 足 所 有 需要 。 


ARIEL, BEERS 13, 其 中 


240 


MRI SP a 


2-85 XR Gy oe, 
9-0 BE ite dy (Ga MEV, 
Ash- Da Bish 
e 
这 些 s MURDER 
(à "TN 
o E 
PD 
jx 
[DE 
Bente $3 das Je 
=0 jy 
4 =i Go EE, 
m9 Hi, Go er, 
CHE RET 


[315] GERACE, A 3. Con) SEX CIRE, HEAR 
1,2, 4 5, 某 种 度 品 的 库存 。 酸 已 知 : 


o 


k= PEE, 

DRRR fF, 

p= ER GRAD LHP, 
9= 在 时 ;的 (单位 ) 买 价 ， 
1, RER i CO ENT Re 


a) 
a ° 


mci 


4 


”附录 TL FERME sat 


现在 要 求 在 存 大 仓库 初 妨 康 在 加 之 后 ， 基 一 已 知 时 间 » P$, 概算 总 的 利 


Bo RI HbR A): 


MEA EMRE TE 
dure Glen, 
=a = Ân 
Vit Bi}; G=1,2,++,2-), 


a Yat Ba 


下 * 极 大 化 总 收 大 P Pair), 

这 个 问题 可 以 立 询 和 运输 网 烙 上 其 种 商品 的 分 配 问题 谱系 起 来 ( 例 4); 
在 n=4, AVRO A AB H BERI BEH; ARRIRA 
BD AURA » BERETA TE DE ros IA 2 a 


Gi 


d 


——— Eason 


ae ARI FEMME C 


LER PE: 


运 瞪 问题 ,一 如 读者 可 就 条 件 (1) 与 (2) CURE, 实际 上 是 
“ 移 狂 渴 地 "的 一 种 特殊 情况 ; 因此 , 这 个 开题 可 用 单 硅 型 法 ( 且 威 
35, G. Dantzig[3]) 来 求解, 而 图 的 理论 ,只 不 过 萎 妇 常 的 方法 ,所 
人 殿 革 此 适当 的 简化 CL). SDR ERE AAR EIS 
Ars EI ATE TBR wa GE 8 章 ) : 且 在 使 用 上 迪 
SAMAR, TERE I (H. Kohn? [10], 继 
hiii (Ford) 与 情 克 进 (Fnlkerson) [5] Ri E 4G (M. Flood) [4 
Am DURE. 
81 SE, RRR AER, MATERE HAERA 
Bo | 
现在 来 研究 一 个 运 束 网络 O, ROPE ETER 
ARA 天 一 人 ta, s tnt 与 六 = fy Yay gd. 自发 点 Go 
用 一 条 容量 为 olny m) =a WORSE -BA m; 而 自 每 一 顶点 
3; ARREA cC, 2) =b; IRL RERUM E 25 最 后 , AE AL ox 
MRKA cle, y) = 0 HI BET RA o (能 和 所 有 
POSE ERE, BR — HE o G0 , WEATER: 
Oxg(u)xe(u) wet), 
[e jm — (xm), 
P (Yi 2) = be Gn), 
SFR Mit p, HIDE CS 
dio) - docs). 
RS, ROME LIBR, 为 寻求 一 个 流 p À 
AREA BER MKD. 
报 开 这 个 主要 间 题 , SORE RIERA, MISAMA, 
确定 如 文 : 一 人 AC) 20, XFN G REAAL E 


Le 


DER Li I sé 


BE 、 
QD wm, tye gi) Yn Ded «m, jm 
fü XIE. . 

ye) BIAS EVI MORTE am EUM 
一 个 运 坦 工具 ,通过 路 Loos to yi 2], 获得 一 笔 款项 ,超过 其 所 完 
CRI di, 

为 了 简单 起 见 , 取 


Y (tos Ci) t, 

T5) ~ Bi 

vs y) Yi. 
GRR y HER MELE 


oiri- Saat SS fyi + BB, 
i E E 


事实 上 ,可 书 

. dipi Sap typi + Biot, 

[TE | 

diol E SaetsÉa Soi E Est sie 

«à ant E Evi e S Bone. 

恰 有 所 述 的 关系 。 

TI, BCH AMAR y, Ædlol=elri, 便 - 
知 p PCR 


82 为 了 简化 计算 , 假定 所 有 的 o MIRA: 由 此 扒 出 yj 
ER, AE CAR m>>0 5 8,>0, 满足 


x 


244 附录 D xs 
ut Bed (-1,2,-., m; j=1, 2, n). 
除 主要 问题 与 对 偶 问 题 之 外 , 再 来 考虑 一 个 辅助 沽 题 , 这 个 问 
Wed REE Ts 日 G m, dS 
at By > 
EITE (ary y) ， 以 作出 一 个 辅助 网 糙 Gy 
TENERLA RERIN C, Ae 


mU 让 
P BEDS G 的 一 个 流 , LEM G OAR, ADR 


; dpje mode BY ateg 

: =$ ses S b& enl. 

: BARESI, BRO 的 一 个 完成 极 大 功 的 流 ,而 y 恰 是 具 极 
O VERKAR. 

i 定理 HAT, 网络 C. HAE IGI OX, 
cM PAGE y, JUgiety 1b]. Us 
: 事实 上 ,考察 一 个 不 多 和 可 , ML ERROR o; 根据 而 特 和 
too 全 克 过 定 理 , 这 个 流 的 值 等 于 一 个 股 小 项 集 U4 n. 

P Amin, m, rmi s Yay Yay s Yay De 

i AURA BV BSE, EUR IE GL Ar ROS co d 
Poo 于 是 这 «s Silk (ns WEG, AUDE, En 

i ar Bd, . 
: 另 一 方面 ,可 以 假定 所 有 的 a 88 2-0, 或 所 有 的 8; 都 >0, d 
在 相反 的 情况 ,将 对 指标 对 (6, DER 


d=a+8,=0 
Ld . 


MRI Xp ARN 245 
a0 (-1,2,-, m), 
取 


| B; 
Bl gat jrs. 
AERE of 与 B 怡 构成 预算 表 7's i>r, jee, MWE act B, 
>d, tk 
: a +B ed), 
BAB ir, 有 mwm>0, dit 


m0, 


NITE ABE 
ely’) = S adi +3458) ty Bat $15, 
aret PP 
由 此 ， . 
etyl-eDy'] -=$ a- G at Si) -5 ao 一 到 >0。 


新 预算 表 的 容量 , 确 比 旧 的 为 小 ,定理 得 十。 
寻找 一 个 完成 极 天 功 的 流 的 法 旭 ,使 可 总 糙 如 次 : 自 


indi 
ammin di, 
j 


By=max(d}—a), 
yi-0 
Be NOGA y LE, TRAK G, KEKI, 车 这 个 流 不 饱和 
SAMA, ELIGE HHS v', 重复 -上面 的 做 法 ; 若 这 个 流 
移 和 所 有 的 端点 站, 旭 这 个 流 使 是 所 欲求 的 解 。 
$3 ARABIAN o MECS, MARR vi 考虑 在 


FR Dar 


ME 开关 于 运 柱 回归 的 浊 


内 ,但 总 可 假定 
yi max{0, dj-a- 8}, 
于 是 有 三 种 情况 , 须 子 研究 
1° Y=0, dy mare B; eG, NEP), 
2° pod, diac B; Ba D€Q 
3° yí20, d-atByty) (Berle, NER), 
和 上 而 一 样 , BURN Gh, KG AA, 
面 其 容量 是 
a-a- X d (i71,2,.«,m), 


Bb X5 5 G-752s m, 


mM 
af # &DEP, 
“lo x PERUR, 


Au Æ D ePUQ. 
d 者 (GDeR 


& 
E 
* 
È 

[ 
M 
E 
£ 

二 

M 

& 
A 


mi 
E 
H 
ti 
E 
E 


[LN 
me E 


iat Ag+ m do 
n 


zi 


kr 


L] 
ne 


Seat ps zx de 
afin 


debo uen i-i Yo, CR 
+ D (athro =el]. 
G DER 


i dle] ely], RIIE o JEBCUCRIHE, 


i D 4-24 2,97 XY. 


Me IT TERRE BM 
EP SOUTH Y. me [A Mp p. RRA IR 


Nepotem 


* Dep È 
的 一 个 集合 
Am {Dis Pay Bry Yay Yas s Yay Be 
象 在 定理 2 一 样 :可 以 假定 所 有 的 m 88 0. RAR 
2o [t Hise, 
af ir, 
"A 3X xs 
Bou go 
a yi—1 Hise, js, G DER, 
一 4 yi+1 车 和 yjss G, D € RUP, 
y 在 其 他 一 切 情况 。 


LpLI ur o N— PHA: 我 们 有 ol >, 
820, y) 20, TRAE ot 8,4 Y) -dio0 总 成 立 , PER d 
上 的 变动 4: 


us > ARII 关于 位 势 氢 侈 使 用 于 运 林山 噬 的 注 
崔 一 的 情况 4= 一 荆 是 没有 关系 的 ; 盖 对 人, DER 有 
at B ys ~ a>, 
现在 来 验证 预算 表 的 容量 已 残 小 ;于 此 ,有 
oly] = Z aai c XB; ty ety] Rat P5 
POLEP LEP CA 
故 
ely1-oly1o 212-215, 023m — YYacee(U1) <0, 


SEIS. 
CE) BAK of oof D0, 则 可 加 进 牺 件 
agay Gim jan 
HERE. 
i 在 这 种 捕 况 ， 问 题 妇 精 为 p. S6 KAERRA G R M Istam dC 
i 问题 ;在 一 急 这 些 情况 ,用 以 解决 问题 的 是 246 上 那个 方法 。 


Pai 


附录 II 关于 位 势 概念 使 用 于 运输 网 络 的 注 


BRST = (X. U), M eC XS RENE 
fs 或 负 的 数 g (2) , KAEMA EWE. EX FH MRUEU 上 

1 DIT pu), HARTZA: 

r pu)>0 (EU), | 
2° Sp) Si otu) (EX), } 


称 为 和 积存 qe) 能 相 容 的 流 。 

(在 第 8 章 所 研究 的 运 惊 网 略 里 , 除 发 点 zo ARR, 其 积存 
RA PAE EB AE o) 

AE um Oh, ip RATE, e APR, CH QE s 


»- 


附录 UT Sie T EE ， 349 


的 走向 相同 的 ,如 以 F'G), 而 与 je 的 走向 相反 的 , SEA V" (a), 
XCF--UHE EU ERNS we, 若 对 每 一 个 区 u, 能 有 
(D m) 3i au) 0, 


uc V Quy 

技 定义 , 称 为 位 势 差 。 

CED ERRONK- ERNAL a 都 成立 ,出 对 图 的 一 女儿 也 成 
X. 

GED fe MERE x00, BEEN LEX PG), & 
SESE 4= 0. où, 满足 

2) es) = x (ty y) =pl) —pn. 

RCE, ASHER 一 个 顶点 te CX, CERAM 00) 50, MERE 
m ADB a RA pin, aon JP AE RASA RAL, SEE, 
RRS MEUSE DE Jo AMAR XC E Co), 此 外 ,由 于 
QD, 在 每 一 点 afaa d 

REE POELE X hA MES SR x(a, y) =p le) ply) RE 
AI, Baty), 按 定义 ,是 图 的 位 势 西数 。 

在 入 下 所 要 研究 的 契 大 部 分 问题 里 ,将 再 粉 出 一 个 西数 、 


Bie TAM VET AM o BIRD, BABE e) — À E 


LHe HSE, 
BARE Corriente mm 在 一 个 已 知 图 里 ， 要 求 确定 一 


Ir 


Aid. Ex 
p PT 

这 些 问题 ， 首先 出 现 于 电网 的 研究 中 ,但 也 同 祥 由 更 于 大 量 纯 
BOPAR SEE, AFH, AUER ER RE TORT MR 
的 桔 果 。 


TAL) 分 拖 形 成 方块 “已 栓 一 个 矩形 ,要 求 将 其 分 成 中 个 方块， 使 分 市 
出 来 的 每 二 方 茯 ;都 没有 相同 的 区 数 。 若 一 个 矩形 ;能 做 这 样 的 分 吊 ， 恒 称 之 
为 4 财 交 完美 矩形 。 很 长 一 个 时 期 ， 人 们 认为 根本 不 存在 完美 扼 形 。 商 朗 
(Moron) 于 1925 粉 出 第 一 个 例 , 斯 普 拉 属 (prague) AXE Y ROS, aiit 
BISA REO BAHT Brooks), HAE Smith), 史记 (Stone) 及 涂 . 
Re CTutte) [2]. À. 
可 注意 的 是 ,联系 每 一 完美 蛤 形 ,但 有 一 个 图 G RET RIR) à 
象 在 图 1 和 2 那样 。 这 个 图 RA- ERNE CETER, ENRE 
的 ,和 不 可 断 的 ;万 有 进 考 ， ER CLARA oo à AE BEA a) =p, E 
IER IA E, 9 的 信者 不 相同 。 


寻求 一 个 * 阶 的 完美 短 形 , 归结 为 在 上 个 硕 点 的 完备 图 里 ,寻求 一 个 部 
分 图 1 对 于 这 个 部 分 图 , 蕴 限 力 吏 数 7 Q0 =1 EA HE 
PAROLE FAT t 


À 


MR PAM TERE . 251 


” 当 w< 9 不 存在 n 阶 的 完美 短 形 , 在 m= 9 ETE, 为 上 

TEE 1 fa 2 Eri. ` 

[A2] GG) AIC RE, A: 用 点 来 表示 不 
同 的 工业 ma ma …， Sy 及 不 同 的 产品 Ys Yar cn Yea BEA t WE 
Hh gs 53 da TRE Fa tn 与 %， PEUR 

Qus £). Yes ts Cove. vo. 

车 ys sp EU, MAGRA of <0, 其 中 oi ETA ay DER Be 
转 时 消耗 产品 v: 的 数量 ; Gs uo EU, 划 共 导 量 为 中 > 0, 其 中 d RETE 
a 按 一 个 单位 盟 度 运转 时 制 和光 产品 v; 的 数量 。 

BAHE- j 产品 v, 的 原始 存量 是 oj, BICHERCRRERR A, 为 了 这 到 这 
TEBSHÉS Ae CIAR SIEU A RENE, 

E 


[727 的 一 局 
py, =0, 

Trib ?满足 这 些 等 式 , 调 兵 导 服 oy. Rp) BERT BOR B3 LL m 
HER, E w= (yi, s) EU, 则 工业 呈请 耗 产品 v; 的 数量 是 

PUn c) =p CC D =e par) — re 
Bey yp EU, MATH 2, APRON fh v; 的 数量 是 
olay yp =F rn = 4 Pad -n()1. 
ot A EE FRE 


WEAR 6020 HAAR 


AT RR RUE FL ry) rs, lus) — es. plu) =p a) qi, 
Pay) =o, mu) =a IEEE EE EE pon, Pss … 92. 
Q— (quo £9 sq) s P= (pis gos Pa) B Hs: (Ti, Tayy Aa) a 

BUTE BU XT SEHE SC, Ho 

=0 车 乌 不 是 wj 的 端点 ， 
o> 二 1 Ho Bu; WR, 
=-1 dPmdiu NA 
也 须知 用 对 角 短 阵 O= (D, den 2.d 


353 BRID 关于 位 执 括 信使 用 子 滩 答 网 站 的 流 
=0 
of { Kiki 
t =o Hi. 
F uy (er, oy) ERM, FY 45 
mmu) =p (n) pins) =D ip (8. PD, 


> gla) - Xiso(u) =<8', e», 


FRA 
jasp, 
a) 9 一 39， 
Ca. 
RRL PENER rÒ > 0 AR NAME LR 
TIES. 


"AP WE 事 实 上 , 发 有 两 个 流 ?与 p REDE Mt 
题 ; 对 应 于 流 pg'， 有 一 个 积存 9 ， NE a, RAL RR p', 而 
qq, hit 

Zinn ato one) na) 
=F (pop) (pa 
=F (a-p) [E dei 41 
ZE (p5p) (9 一 的 一 0. 
因 o>0 对 所 有 的 j AR Ar =a’, 因 面 
eH, 
DORÉ RATE: RSPR Q5. dis qu) ,要 
RTE P= Cpr, pe vs Pal, HE 
g= Sg -SCx—SCS"p, 
这 是 一 个 4 THEE n 个 未 知 量 的 芒 性 方程 组 , 若 其 解 存 在 ， 
则 芒 解 是 唯一 的 。 这 个 古 程 租 有 解 ; 当 且 仅 当 
Det (SCS) #0, 


"E 


Mk i xen Und: si 


HEME (Olga Tauscky) 关于 行列 式 的 一 个 定理 ， 这 个 关系 
趟 可 以 立即 得 到 验证 [710)。 

对 某 一 集合 ACK, MABEM qe), PKA X-A ， 
RERS p (2) , ERRAKI ASE A JE eT 
论证 如 上 , 面 其 存在 性 , ME. htt (Duffin) HHO um DARE 
LEIA 

定理 2 BRE do gas s Qus RE O RATIOEN o HY, 
RAR ro recs n men in (eo RR eco 


E M RARE, M e! S8 © BE — E. 取 p "(u) 
—p(u)+e(u). W 
BON? =E (rob + Br sper enge 
=E rp; lpH2e) + r(e)” 
= Rpt 2 D ms (py 0) +s 人 > 


但 
Zee Ep (Dép) = Era. 
同样 
Esp Ept. 
由 是 , 乃 有 


Bry = eget Xin (69? 


MER, 可 见 极 小 值 的 获得 , 乃 取 s 一 0 H, WR 9 一 9 
的 。 ` 


(DO FRERE EEE EA R, AAE A (Kron) Jr 
HEAR Ba: P. Le Corbeiller, Analyse matricielle dea réseaux électri- 
ques, p. 83 (Dunod, ód.), 


ARIT SRE 


reese. 
现在 来 研究 港 日 mm， 后 ，… 2e ue ye 
RG-du) kA Lema, HR Y 
= q (wD) 是 港口 a BISBEE > 0, REPE à OD 

FRM, AWA SRST AEG, EE pum o) S 

Ru RADAR. EARE p SE HE ME ~ 
站 样 安排 的 总 费用 送 到 极 小 ,这 笔 总 费用 , 陈 一 常 数 因子 外 ,是 


à dig (tj) = d, gr, 


FB AE BAP MBSE PTL A NEL S RIO AB R 
ET Mido CALE I PU 4) o JHB TARN ee 
的 模拟 ;将 提供 一 种 与 前 赂 异 的 解法 。 

最 区 是 所 有 统 加 研究 的 航 纺 (还 方向 ) (X, DEREN. 
沙 存 在 一 合流 o AIBUE oR, BIRIA E, p) 取 极 小 
HE 


plu) >, HuCF, 
pg) =0, HuCU-F, ` ^ 
ERASMI, VIR AER, 
EHE (XLV) BTR, Me eX, 存在 数 
P(e), BE: . 

o (ie Q»s9)-»i) He, VE, HE 

da, y =p -pa #G@.y EV. 

E (X, V) E—TRRAH, 而 8 是 相应 的 流 。 林 以 假定 图 
CX ,'V) 是 如 接 的 (最 多 也 不 过 分 别 考 瞄 其 每 一 分 图 ) 。 在 这 个 负 
AER o FER Bn) = 05 车 (py a) EV, W 
pla) pe) -d(z, ay), 


MIS IIT TERRE FERRÉ 25 


 @o, HEV, AR 
Py) =p (ao) +4 (a0, g). 
Ls rdc MM ac PME I il E 
其 他 相 邻 的 顶点 { 祭 未 标 刀 的 ) ,因而 便 能 一 步 一 步 地 在 X 里 定 出 | 
FA 
RARE ARE 
de, y) <ply) — pia) . 
POM w= (e, y) CU, HER SHECTUR 0 POEL zo 形 如 
me, Li, +, EE DELE PRIME EDI 
的 一 个 圈 的 一 部 分 ,其 中 
(n, mo 或 Gn HEV. bel, ik). 
用 V'QO 88 a SPUR ae BLE TRIER, Vu) ER 
向 和 走向 相反 的 强 , 并 考察 讶 以 下 各 式 所 定义 的 流 b 
pe-p tL X wcY'GO, 
papt Z ucV"(w. 
bw) = pu UE PV’, WET), 
SME) BRS MER o 更 为 有 利 , 盖 用 这 个 流 , 已 节 
欧 了 等 于 
"x 7 ai 
= —d(s, y) +pÜro) — pia) pin) +P (ta) +e 
一 一 do y) +p) —p(@) +0>0 


BAH. 
GUN 9 eT Ao 
PER AGERE E v= (m, DEV, Mi 
diz, y op) —pla). 
FRE (D. 


se AES TLL Se cea tee AA 


PW (D, A o B— ctt 
于 此 ,有 


oN S d o S alu v s 
-en =- Noon) 


a 
对 于 与 积存 相 容 的 任意 流 b, 期 有 
Eie 2-36 Bsa) 


= à # t)r- Enn 
故 流 9 BA TREY, OR TR. 
Sx HERR, 提供 一 神 极为 一 般 的 方法 , DAR CRESS A i8 1] 
题 。 作 一 个 反对 称 的 运输 网 烙 CC, V2, SAREE, ERN 
LR =(z, y) - —dís, y) BEAMS. 和 任 取 一 个 看 点 
29, FER po) 7-05 用 和 达 代 方法 , 在 每 一 不 点 之 上 , 标记 一 个 值 
[JOE LIE ey 是 一 个 标记 了 的 点 ,用 
9G) =p) -dGn, 9) E (m D CV, 
. PY) =p) dn, WD A (y, 2) EV 
ES DAC PECES IM 
EREM (2, y) CV, HAE ply) pe) «dis, y), BRAY 
BRAK APM, BKM (e. y) CU. Epo -pa 
7dís, 4) , M DA Me, KURER AE (BA EH 3), 
按照 这 样 的 办 法 ,迟早 总 会 有 
py) -pie —dis,q) Si ix, qc, 
ply) —p(a)<die, y) # le, y) CU-V, 
Shi dt B Re E Met ON, VO 是否 有 流 与 积存 相 容 ， 
MEHA THE RE Bee, FERE LRL LB GE 16 HE, p. 16D 。 


P 
f 


Mik E sedute Toe boe E: 
SOWAS S IGR/R (Koopmans et Reiter) BE, HENS EHI 3618 
年 的 世界 港口 动态 作为 一 合 , 得 图 3. 


图 1913 RG REAR 
RA LORAIN A (e, y, eed AM, Gs gn den A 
RUE CCS CLS LE 
EUP MEERE: TOR 
RER TOE EATE SURE 2, SO M E IE REEONG 
RAR EDE BOWED, ARE AREA (在 修正 其 将 点 上 积存 的 条 
件 末 。 在 所 得 的 新 时 上 重复 这 一 工作 , 便 一 步 -- 步 地 得 到 : 


v RR AU) —170 A (ARE) = — 240 170 — 70 
oR SEU ET GORE) =—70420= — 00 
CRE AE) = 00 7( 德 班 ) =100 一 50= +50 


v (RAE, AE Bef) =50 a CRE HAE) = —300-+50-= —250 
eT HEM 一 130 了 (拉巴 拉 佑 ) = — 260 + 120 = —150 


PER AER) =130 — qiio = 1550 一 I30= +1420 
PCR, Behe) = 900 q GIU =1420 — 960 = 460 
PER, ESE) -290 a GERS 460—290 —170 

v ORE Ib) = 20 q ESL) -=170 ~20 = 150 

PCE KD = 150 q GED) = - 1230 1-150 = — 1120 


PORC AEG) = 350 gq bY) = 一 A139 了 +350= 一 789 


SER AMEN THÉ AL, 
9) RUN ait “aie 1/100 91", 


dis 


E Wrk IV Wehen; SA RC a P E 


(SLB BER) =730 > 4 (里 斯 本 ) = 1240 — 780 = 460 
9 (里 斯 本 ,鹿特丹 ) =460 q (READ =0 
芝 样 兢 定 的 流 o, (EARP AEs AR, ARNEE, 候 定 所 有 
AUF. ^ 


附录 IV ”没有 和 解决 的 问题 和 没有 证 明 的 狂 相 


下 下 所 列 出 来 的 没有 解决 的 阅 题 ,对 于 我 们 假 平 特别 重要 。 

L 第 四 章 ”少女 问题 (p. 41) 引起 了 另 一 于 题 ,最 以 席 渭 斯 时 
尔 ,山菜 ,及 洲 干 近代 代数 学 家 的 于 能 , 仍 未 能 予以 解决 :在 注意 到 
三 人 姐 的 个 数 是 7x5x18 之 后 , MR RE, 是 否 可 让 这 个 ` 
BAE TAHA ARR 12 周 : . ~ 

1° ER Eb BE R8 A | G 

2° 4 13 WS Ee defe e ER HL 

SOG, RIRE 466 个 可 能 的 三 人 组 ， 其 过 联接 两 个 
羽 有 一 人 人 相 异 的 三 人 狂 , 则 这 个 问题 归 妾 为 证 明 图 G RER 
18; 这 个 数 在 任何 情况 都 不 能 超过 13, EO te” A, 

有 一 相 们 猜想 ,已 能 加 以 迁 盟 。 使 用 高 英 晓 法 则 ,p. 33 上 的 注 及 
RUE RULE, ESE Eig BEER WA LP 
肯定 或 否定 。 

再 庶 提 起 注意 的 ， 三 人 狂 的 问题 ， de “8RR (plans 
d'expérience) MA PAYER, HR TAHAR Rpm, > 
ARE S^, Xd Hee DB E TOO TUS AES T me 
SERN E HS PCH, 其 |P|—p 的 ,期 恰 合 在 一 个 这 

| RAA SCY BRAS 称 为 上 -Pp 一 m AE, EU GEk 
RAR, Bteiner)4— 8— m RATÉ, HHA 
m=2 de 4 (mod 0), 


B 


huk IVO Secun e EA sc dno E 


Tat, Gig, E M. Moore)3 一 2 一 wm RATE, MA 
m=1 5 6 (mol 6}, 
RE CH. Hanani) EFRR EATE EA Ei BE 
明 ( 邹 发 表 于 Proc. Int. Congress Math., 1958) 。 
2， 可 以 证 明 , 六 G 是 一 个 有 限 图 , 数 a] 有 一 个 有 限 的 
E 个 上 办 但 了 Jeremias, PRM TREN. X 


Zo, xim Pars. RR FREE, 
(Es Bye, M. P. Sehützenberger 所 提出 来 的 猜想 。) 


3. PA PA IO RU G, 


TERORA 4-8)? 
MAU ma EM 

5. Oe REIME (ur), (Xa 72), OG D) 
XC CIE BA, SUR HUE MERE Mo BBs geo T= Pat 
i=l, 2，…, dir BTW ACH HAS b I HE MERS 
个 条 件 加 以 改进 , 员 其 实际 意义 不 大 ,将 仍 生 很 重要 的 。 

8. E103 ATARE, SUR A We 
构成 ) JM 2088 a CS UPSET, E — P 3ERURUS 
THE, HEF M Fel UENIT ELS SE A AE 

MW (Wu) Ut WF), 

TARAKEA ASPEN, SER OU 

“ae” TR AER A AIRE PNA 已 若 一 个 偶 图 及 二 


w^ 
MAR x X, SMBS y C Y 相 邻 , 则 有 一 个 更 强 

- 的 精 洽 ,在 这 种 情 现下 ,总 能 自 WW 出 发 , 破 过 在 长 庆 为 4 的 脆 上 所 . 
BRIE KER W: 见 第 9 章 定理 2。 


#80 Mise LV wp od py cit 


7. BUR HETE Od p.116), 当 工 作 的 程序 不 是 两 道 
而 是 三 道 , 则 这 个 冰 题 从 未 解决 。 

.可 音 怪 的 是 我 们 人 不 具备 一 种 纯 图 的 系 策 法 旭 , 来 寻求 一 
个 图 的 哈密 尔 顿 回路 ; 所 知 的 唯一 方法 是 解析 方法 , 这 种 方法 , 似 
ÉD, TR, PEOR ad SN PEN PARLES, #5 
AFBI (2, e), W 总 = 二 AA, 5-0, TRAE: 


Ox, 


(D E62 (Gsm), 
Beal Gen, 


STALE, BTR AAR CD 组 的 解 , Sar eie 
ARE UE EC — AI BAR DBE Lou, on, …]， 其 中 a do, 
“= 了 是 一 个 至 少 合 有 % 个 指标 的 集合 。 每 一 哈密 尔 蜂 回 路 应 
ERE 

Ege 

BADE PRR CD 5 (DR, ERIRE ETR 
解 。 瞪 新 解 再 不 构成 一 个 哈密 尔 本 站 路 , 象 .上 面 一 祥 ,推出 一 个 不 
AER) ,用 单 娘 型 法 求 不 等 式 组 (]) , (2) , (3) 的 一 个 解 ;等 等 。 按 
RARD, 在 有 限 步 路 之 后 RRR A Mode AERIS ( 假 
使 存在 )。 

RGIS HE LIED SRE Loo? 

i NP 


v (@) >n, BRIE, ARENAN IENA v (8) <n, 其 所 以 重 
EXE DET p 


Wie IVO HARAN ENTRE ASE MIS DER 291 


BG n. Be 
EE 


(Hitt, D. Bratton 的 猜想 。) 

10. 第 14 章 BHA (Woi-Kendall} {p. 142) 的 方法 , 可 
ERARE — Ta AUGIE D. Hee PA ARE ESS FE mie 
求 与 其 最 大 等 征 值 相应 的 振 征 向 景 护 下 的 坐标 可 取 以 划分 nm 个 
RRRS, 

现在 来 研究 一 个 具 短 陈 CE) 了 一 万 的 多 策略 博 变 (P. 236), 
JOR AGT T3 A; BA (G. Thompson) 
已 证 出 所 求 得 的 向 量 y 就 是 列 博 奕 者 的 最 优 策略 (必然 唯一 ) Ge 
G Lectures on Gams Theory, Markov chains and related Topics, 
Sandia Corp. Monograph, 1958) ; 32% giE UB By E ABE: ERR 

— (s) DR LE A A 
2a. 

GB, G. Thorapson 的 猜想 。) 

1L 462039 个 项 点 mm 条 边 的 图 ， 其 极 关联 数 为 何 ? 这 个 
CPE EN TT PU re 0 

19. 第 民间 四 色 定理 ,可 以 作为 一 个 极为 一 般 的 定理 的 惟 
理 ; 芝 个 一 般 插 的 定理 ,对 于 关 当 数目 的 区 族 , H FARES. 

RATE ADEA, X 为 其 基点 集合 。 千 三 的 车 一 
分 划 , RANMA, RETA, 出 为 叙述 方便 ， 
3k X MB “Ee EE”, HEIL, EX gd eS 
RRA BA Te, WEERGEE ETRE: EA 
5 CIL, ARRET ABERARAD MGE H 中 


TRES n1 WE nee BAR SHRIS 4E n2, WEE REN, 


End, SORTA, IS SOLE, SONA, Em | 
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不 存在 五 个 大 点 两 两 相 邻 。 
GERMAN, G. Kreweras 的 猜想 。) 
节 ， 另 一 猜想 , 瞩 未 能 加 以 证 明 , LRÉTASE, HART 
sis 可 以 导出 四 色 定 理 ， BBE ESR, 且 无 地 上 峡 边 的 


GEE, Tait AA) 
14. Ads ms pna 是 一 TOROS. Soa 


eH SRN F, ROGER UA. Dirac} AREH; 
ED, 若 能 将 这 个 猜想 加 以 证 明 , 便 能 导出 四 色 定理 。 — 
GER Dox, Hadwiger 的 猜想 。) 


附录 V ”关于 数 数 的 某 些 基本 原则 的 注 


fe SAR J.Riguet 


BERG, 车 要 求 数 出 满足 某 些 条 件 的 不 同类 型 的 子 图 或 部 
AA, METEN, 这 个 周 题 需要 代 汐 的 配合 ; 这 里 就 来 在 一 种 极 
RER AG HR LE SE A. 


Roh ht 
钢 在 来 酬 完 一 个 有 限 集 合 X; HATA X BX fitik, 
BH X HAR, PLI oC X ofa) o IB o, 就 是 一 个 
PRR ORCI, Bg X HUE, HOO Sgt AE 
XR. Bg ATA EX 的 两 个 代 换 ,刚直 ghle) =gh] 
RMR oh XX 的 一 个 代 换 。 若 9 Sk X i n 是 一 


WRV Seek PLE 268 
个 正 整 数 ,出 f 


Fm = ggg- g @) 
XE SDR S. o" 是 X 的 一 个 伐 换 , 称 为 9 600 RRG. ME, h 
qe) agg ty gw) 
FESR g” XR, 称 为 9 RRA, ER 
gre, 
对 于 两 个 元 素 2, VEN, 若 存 在 整数 mw% Hyg" (a), gus 
are. DER v, E EGG 
1 (CAE), 


"gu CHE, 
一 sqm. rti) (BED. 

Rt, HH g MERRSEAR, ARM ERA À Ef 
每 一 等 价 关系 ,确定 X 的 一 个 分 划 , FL RSE, 互 
PHE 7, 的 等 价 类 , 称 为 颖 的 传递 类 。 

将 代 换 9 限制 在 其 传递 天 上 所 得 到 代 换 , 称 为 4 HRA, 9 便 
是 这 些 连 交接 性 一 须 序 的 积 。 

[91] Z X= {a b, 5 d, +, do À 

ala) =d, gib) «e, gich=b, g(d) =e, gle) =a 
EN, MMH 为 
esu 


9 的 传递 类 是 la, d, e) 与 db, cr, 而 相应 的 篇 换 , 用 是 代 换 
jedebe, , (boadex 
lacate! B Qaae? 


分 别 简 计 为 48 Go) 与 人 se) .由 此 ?可 书 
g= (a d e) (be), 
”发 p 是 集合 世上 的 一 个 等 价 关系 , 等 价 类 所 成 的 集合 , 称 为 
XE FAR 1 Xie; 涯 所 有 的 等 价 类 06 X /o RART 


ae BRY RPA RR A 
HIER AARP e 是 正规 的 。 

SEA X 的 一 个 代 换 g, BEE o, 是 一 个 正规 的 等 价 关系 E 
9 是 正规 的 。 在 这 样 情 吏 , 若 对 一 个 CX, Homo" Wo), WA 
有 的 yc ZX, A vu). 


Ted REE AR 
集合 X REE G, HE 


ae - ICE, 

2° g, AEG» ghCG, 

8° 96H og CG, 
AAR G 构成 一 个 群 。 


Fin X BORA Mis fr Sx Sk PE, HO N ROSE 
群 。 自 同一 代 痪 9 TER ot PEs BUR AE À 
de, g, 9 
成 一 群 , 称 为 由 9 FER RRR 
RG BRA X KARRAR FATTE 2, y € X, BE 
FER GEG, 合 %g=g(o)， 便 记 yzoz， 关 系 Yo 是 一 个 等 价 关 系 ， 
FINE 
e=e(@},06G (RE), 
g-9(0,9€G —s—g 9 EG CHA), 
gg), JEG D z 
Ohi ned] CR 
关系 re RA G 的 传 遗 性 等 价 关 系 ， 而 其 等 价 类 是 人 的 优 通 
x. 
SPE MEAS, TUK PIGS X Ak, senha G 
是 传递 的 。 
3g 是 开 的 一 个 代 换 ，G 是 由 7 形成 的 输 澳 群 , OL CO 
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递 性 等 价 关 系 和 G 的 埔 递 性 等 价 关系 完全 相同 ; 代 换 9 仅 由 一 个 
输 换 所 和 构成, 当 且 仅 当 由 ? 形成 的 输 换 群 是 传递 的 。 


a . @RAGRE 
BE g JE X 的 一 个 代 换 , 取 
D, -(s/s€ X; g) =}, 
BGR X AMO, HIE BX RTO 
Ge {g/ GE G5 gl) =a} 
TUS G E G 的 一 个 子 群 。 现在 来 用 不 同 的 X], 
其 g€ G hu, PAREN A OY / ee 元 素 的 个 数 。 
IRL SORA NAN, 9 是 由 使 #5 X 不 变 的 所 


SEMEL E 
# ire (@) -.. 
其 中 eso) BEAL TOR z H G ARDER, 
` 考察 由 下 式 


ply) =I YEG) 
EL G de X IEDR os. 
有 pee} = vole); 5— in, 
Pel = pik) & 90 = hn) & REG. 
» WAZ, v. 7 、 
€ G'pp?p.  GjG, 
之 间 的 一 个 一 一 对 应 。 
但 G/gzage。 X1 9, (G) =t6@) 之 间 有 一 一 对 应 关系 , 故 引 理 
Rit. 


: ‘lé af 


208 MEV STARAT IRAE 


BEEF y=g le), GEG, 可 书 
另 一 方面 * 有 
一 此 /2E G; gig (2 =a, 
DAC, Wi |gdh| -] A. , # 
EX II CI 


基本 定理 RCRA HRE BUR 
IX ital 


A LR AE OT DRE 


可 得 
e Jei- Mikel. 
但 
i e Aix Ee. 
i 现在 来 研究 一 个 传递 类 OS X [cc 及 一 个 zxE O; 按 引 理 2, 有 
. 3I. m nee | x 1s). 
DEI RES 
irela)! = Gj Gala 
& 
. L'&i-ll, 
; ANOTA 
: G5 BG =| Xitel x lei. 


Tx 


wR) (2) , RAPHE MME, 


G,- Ou (hjÀ€ G5 hg) =g ix) ) = (REG; ghg la) =2}, 
C gag = {hi hE G; AER kE Ga, E h= gkg} 
duet Gi- 30,9 7, IS A EXE G IEEE - E dE. A 


ga —gash => aha) => ap ag, 


^^ 


X 
H 
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联系 等 价 关系 的 分 划 


所 天 分 划 ( 在 数 葵 意义 下 ) ,万 某 一 正 整数 集合 {gy Aas 和 
ERMER kA BT e a ER a, aa, t, as 对 应 
F Ms Aas ts Ae BIAI a 

a- (AS, Dat oy AP). 
ETE BUA KHER (在 集合 给 意义 下 的 ) 分 划 
RETIRA ,后 一 概念 ,定义 于 第 工 章 , 在 本 处 却 不 需要 。 整 数 
wla) = ha + daa te ae 
BHA a HR, 
整数 
día) 一 时 二 oa 十 十 0 
3/08 2X a i 

[51] 23 (1, 9, 4), IERA 13, HHEH 65 这 个 分 划 对 应 于 将 整数 
13 分 成 正装 数 之 和 的 一 个 分 解 : ` 

13=-4+341+3+1+1, 

Bp 是 集合 X URNAR, o REX 在 集合 了 上 的 一 一 映 
Ri FRY EY BAHIA pop, 确定 了 上 的 一 个 等 价 关 
RAGNE pop) E p 的 等 价 类 的 象 。 

分 别 确定 于 集合 互 和 上 LAT MEE RoS o, 若 存在 
—^T— MS o, Bio = opp, 划 称 此 -等 价 关系 是 相配 的 。 联 
RELA o HAM, TR 

plo] AR, AB, e)a 
Bib FETE a, BEANE a AER, a PH ABA LA 
TREG. PREF |X), ESF |X/o], EE: 
MEL AE TRE X 和) 上 的 两 个 等 人 关系 与 
c RIS EL aR AUR AS, 


RU E 


—— — Es 


bud Ak Vo APERIRE 


E2] X= fa, dy cy die, Jag) p 出 等 价 类 
{es by chy {21 ehs {fhe {9} 
BE. 
BERMUR p= (a, d, 9) (b, O te, hs SOE om poe) TRE 
` Ady 24 Jh, {gs b), teh a} 
和 作为 其 等 价 类 。 
FEET RE pol plo] = 02,2, 3), 


& BR 


联系 分 划 这 个 概念 ， 可 用 来 输出 基本 定理 的 一 个 新 的 表达 形 
式 。 首 先 引 进 创始 王波 立 亚 1 Polya) WHERE, 

REG RRE X HIS MGE HR a ERY w(a) |X| 的 
— 453; BUR TUR JC G, 4E p[v,] =a I, 3EA ERR Role), 

使 数 
hela) 

- ie 
对 应 于 得 一 分 划 6 Val 9o. WAR C RR, 
BHR Bye, Ai 
Lx, - PESO. 

"SE E. pr] QL) Soe ve 的 等 价 类 , BULTIC 
BL BRE ELE 9 下 不 变 的 X. 的 一 个 元 素 所 构成 的 那些 类 的 
个 数 。 

六 本 定理 的 新 形式 PORI HE 

IX rel= 23. qoae (D. 

事实 上 ,可 书 


Eole DIE = py isl 


Jola) = 


1 \ 
Tex hola) a (J) p ge(a}e o ` 


AAT stank Ski E 


WHE RS 


BIERA X 在 集合 了 BMRA SOP 确定 一 个 
EX 上 的 等 价 关系 , AFF Gé X Bia e 有 同一 个 象 的 那些 
元 素 的 集合 : 若 a= pl ff), MfS E a R. 

Bf, 是 集合 X 在 集合 Y. ETE We e, Ja 是 集合 
Aa 在 集合 Y. EITHER 若 存在 一 个 G Xa 到 Xa 的 一 
Ro RPA BY. 使 

fap =f, 
PCIE 和 是 相配 的 。 
论断 2 两 个 单 舍 映 象 与 fo Rois M HR 
PLAT pU fel. 
Be prike X Xa 在 了 HIA EME À : 


fe =h Be 


FERRRAA 


发 了 是 有 限 第 侣 XERA Y LAM fik E 
VEY, 对 应 于 P7100 的 元 素 的 个 数 , 这 种 映 象 称 为 了 的 次 数 , 配 
Hf, 

ahi £e X " 5 在 Y iin Si fs 有 相同 


"esit, PAREM ex fi 5 fa NEHREXHE. 

ARRETE CEH Bo f da UPS BIOS Sf =a, 
DHEAN à JE OF 的 联系 分 划 。 

BUS 2 / Ra "Iib MID Da Bf 

Bak, 56f = a HR 5087 — sa, 


Eu PY Vo ATRAN MENOR URGE SE 
Er 是 任 -一 有 限 集 合 X 在 正 整数 集合 里 的 一 个 单 值 喘 象 ;由 


整数 
d(v) 2» (m) 
HA r RERA dO). * 
(CE v PRA IUE RE ERRARE CHA) | 
Be 有 


d(v) = w(8r); [|X| =d(6r). 
自 此 ,可 以 推出 ;车 了 是 王 在 了 里 的 @ TERES AU 
[Xj =wla); J(X)|=d(a), 


字 和 与 可 易 字 


ERRO X , OAR X ERRA, RR. 字 m 的 型 < 
按 定 义 是 分 划 a= AP, M, oe, AP), BER X 的 元 素 , 在 mr E M 
各 出 现 为 KRBE on 个 ,各 出 现 da AOA oa 个 , 等 等 。 因 此 ， 
X WITCH, MRE m. 里 的 ,其 个 数 等 于 d(a) ,而 这 个 字 的 长 期 等 - 
Fula), 
当 一 个 字 的 确定 , MBF X 元 素 的 顺序 无 关 , 这 个 
PRAY SF. 
[ 例 】 # X= {a es py ay r, thy RUE trepaccagir 取 (D, 2, 8) 为 其 
型 。 落 这 个 字 是 可 易 的 ,这 个 字 便 与 字 aactirrpgce 完全 相同 ; 通常 将 这 个 字 
和 开 在 正 整 数 集合 里 的 一 个 映 象 等 向 起 来 : 
qaepart 3. 
(3 31122/ 
EF trepaccagtr LAW BY, AS MEME Da (1s 24 8, 4, g 
U) 在 XX 上 的 一 个 映 象 等 同 起 来 : 
123456789101 
m=( ) 


| 


trepaecag $t 


KARETRE 


MS V SRSA unu 


a@epart 
m-( 3112 2) 
其 型 是 分 划 
enn, 


EXE M(X) ROR X Ha TRES AR 


合 ; 用 MalX) 记 M(X) E a 型 那些 字 的 集合 ; AM) . 


对 ( 卫 ) 星 可 易学 是 ”的 那些 字 的 集合 ; 用 MX) RMX) 里 长 
为 了 那些 字 的 集合 。 区 交 Lf, 2, 0 RA T. 

HIG Bt G JE Ls PRE, HR EE. 

FA 9 Süd FRE M CA) Re: 

Sl) mg (mEMKX)). 
论断 9 9 的 集合 如 构成 一 个 群 , 称 为 在 MOD OBE 
事实 上 ,车 9 与 有 是 上 的 两 个 代 换 , 则 
git t= gh, 

35a TERRA, X. MTORR, AX NPT 
元 素 都 出 现 于 其 中 的 那些 a 型 字 的 集合 MX), 实际 上 是 由 两 
两 互 不 相交 的 , 形 如 M, BUT AE AH A OR r RB LA 

es) MOD = MOD. 

但 存在 男 一 种 方式 分 解 M(X), Wb, 考察 整数 集合 
(1,2, >, 5 一 1, 5} 上 上 的 某 一 等 价 美 系 p, MUR M, (X) 配合 
mim=p MS mE M (C) 所 成 的 集合 ,于 是 m(X) FERRE 
互 不 相交 的 , 形 如 Mo( 文 ) 的 子 集合 的 合集 ， 其 中 p 取 a EH 
Al: 

(2) MAX) =U MD. 


ne 


自 芝 样 两 种 不 同 的 分 解 方式 (O) (2), JON OER 
的 分 解 方法 (3) : 


4 
3 
1 


LEBMEXL CLE LU 
的 M(X)= U MNAM). | 


pirl=a 
98 AL, CORRE 
mm, 
的 字 me M,(X) PRÉ A 
B MORRA MX) 的 合集， 其 中 等 价 关 系 om, 于 
是 有 、 . 
My (X) - MAD NMX), 
论断 8 ER 
UBER sun 
的 一 个 代 换 9， 在 5 m mE M, OO WIE M, QD. 
g(m) =m €» mgem € mg(i) =m OHO $ € T, BR 
Sg) € m^ mQ)N — 9) 6€ Te ENT 
€» g" (0) Em im) ic I, diee v fur 
S Tli) € mm) XI i€ ARE 
Cm im, 
‘这 就 证 明了 所 要 建立 的 等 式 。 
HE EAU I, 的 一 个 代 换 gs 在 9 FRAN MAX) 的 
Fée 
MX), 
MEO BBX bh do) S TH, G RE 
IOS MRE ae G IG de M, OO Si a 
M, QO /ro gS MSS QD T. 


BR 4, 集合 X 在 集合 了 HR S, RAR AM, HL 
满足 Je, HP p BTA MMSE RK, HASBRO 
合 ,可 取 满 足 pop" =p 的 代 换 9 GREP RIRE. 


^ 
> 


LOS im 
这 个 注 指 出 M. (X), RIKET Ov & ple], TL 


| MU | =v, plo]. 
论断 10 Bee BX bey dlo) =I 的 一 个 可 易 字 , GRR 


»* 7 7| |M, OD ^v, = 3s $90», a). 
事实 上 ， 
[LOO se! e pr) 
l wo Ww Slv, a) 


Uer n 


> =. hola) ® (Gr, a) 
um 
= Be, (adv, a). 


2" . 在 指出 这 个 论断 如 何 作为 数 数 方法 的 基础 之 前 ， 先 来 考察 一 
ERARA. 
使 分 划 a= Qr, Me, EG 


aa 
OT De ial) 


对 应 的 而 数 o, BASARAK, 
BHM X 在 集合 了 EAD By MOR, 其 个 数 等 于 
cQ») , 但 这 个 数 也 是 具 坎 数 > HIE Emm (e) BER m fy À 
数 。 故 有 
: (MX) | =e), 
f ° la, 1") =c(a), 
. - :s$dQv)d(p[pD, M, OO NM, (X) = Ø, BSED (a, b) 
P R= Ae CRE 1). 
| EET 


(a) =c ða) 


"n Wk VO see Rtas OCURRE 


FR XN ba), 
ER EG) eS RBs a HT PTR, 


E E pan DE | I 

p 112, 312,3 

p 

H Bai 

; M ge 

H —e(mA)k(d) ia ad) 

: e ay 7 Vat Tal aa T 

确定 的 分 划 古 数 e(a). 
BR e(a) SE pio) =a 的 等 价 关 系 p 的 个 数 。 

fü 


BR: SAD2GRITO. RER AMEN AN, H 


^ 
H 


WER VY ” 关 才 教 数 的 沫 些 基本 原则 的 注 EI 
有 多 少 方法 ,将 这 天 个 球 分 布 在 安 关 不 固定 的 信 面 体 上 ? 

HE, MERHER EAR ESAEREN. BR 
X={a, b, c) RPAG, 共 中 a RRE, b RA, © 
囊 竹 色 。 于 是 在 球 的 不 同 分 布 和 次 数 为 ”的 字 之 间 ， 有 一 一 一 对 


i 
应 ,其 由 > 是 可 易 字 ， = ( 。 |) 在 面体 加 害 的 情 吏 下 ,问题 
的 解答 是 

[M,GD 1er -ed 2, 8) = Sl ~ 


现在 假设 八 面体 在 实 阐 是 不 固定 的 ,于 是 在 球 的 不 同 仇 布 ,和 
关于 入 面体 运动 群 f 次 数 为 v 的 年 的 传递 类 之 间 有 一 一 一 对 应 。 
TS REMANERE 

(M(X) /rel $ qot oL, 2, 8), a], 

ROG LATTA, 2 RARER go. BELA TEMERE 
Tis AE RCE G WIAR. 

仅 有 一 个 代 换 JEG, 使 pie] — (105) , 这 是 恒 等 代 换 。 

AAU IEG, W pED,1 7 (0, 4) , ZERREN 


fik 90。 的 六 个 ERE (4516), (6154), (1248), (3421), ` 


(2536), (6352), 

有 三 个 代 痪 9E G, 使 ple] = (P, 2) , 这些 代 换 是 粮 某 一 
Abe 180° 的 三 个 旋转 : (41) (56), (14) (28), (28) (56), 

有 天 个 代 换 gEG, AE ply] = Q9), SCEACHUEBER EXE 
dores 180° 的 天 个 旋转 : (12) (84) (56), (18) (24) (56), 
(14) (25) (86) , (14) (85) (26) , (15) (48) (28), (18) (45) (28). 

HAMER IEG, 使 ple] = (9) , RAR RUBE EXE 
TEA SRR 120° AER. 

这 24 PC H/T SG， 由 此 ; 


rames nas à 


acicas 


, OLA; qs (23, 4) = 8/245 
qo (13, 2) —3;24; gq (29) - 8/24; 
qu (3?) 8/24, qo BARE o H 


e[(193), (19]-c(1, 2, 3) —60; " 
SLL, 2, 8), (P, 451-0, HEE othe 不 合 四 次 方 ; » 
-O SRL, 2, 8), Q*, 2] -4, 因 可 易 字 abo? 可 以 写成 四 种 不 
同形 式 : C 
(BO ad (ed, BOC, 
OBDGC), — (ch (eh; 
SLA 2,9, Q)1=0, 因 可 易 字 athe S ARRA OO; 
DEL, 2, 8), (821-0, AUB othe KELP ZR EH » 
因子 。 
a 


5 jeg) = 80 4-8 te 
CR) ral ag gy t 


———À— 
D T RÉPARER — NOH 


RR VO 关于 数 数 的 某 些 基本 原则 的 法 277 
BMRA: 在 不 固定 的 入 面体 .上 , 公有 三 个 不同 的 方 
法 , 分 布 三 个 轴 球 两 个 黑 球 及 一 个 白 球 。 图 2 Gob RRR, 


| 


Wx ARAR, 空 图 表白 球 ) 指出 , RAS EN TAPER 
种 不 同 的 分 布 ,在 表示 分 布 acbace 的 那个 八 面体 之 下 ,作出 了 圾 东 
分 布 ccbcan WARK, HS LEERY, SEEN 
fii 2, 3 iiy —" ERE, URRIRA (4616), 可 自 第 一 个 分 布 过 小 
到 第 二 个 分 布 。 
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